






























































































































































































































Perot共振器の 自由減衰振動 モードに関す る部分を まとめた ものであ る1)～1紘
す べての発振器が帰還回路 と共振 回路 とを必要 とす るように,光 波発振器 としての レーザー
においてはFabryPerot共 振器がその役割 を果た している。マイク ロ波電子管 あるいは
メーザーにおいてはいわゆるマイクロ波空胴共振器が使用 されているが,か 、る構造の共振器
は光学領域 の短波長用の共振器としては構造上な らびに性能 上実用不可能 である。したがつて
レーザーにおいて は精度 の高い仕上 り面を もつ2枚 の鏡面を対向 させたFabryPerot共
振器が使用 され る。元来FabryPerot共 振器は光学分野において平行平面 の多重反射を
利用 した高分解能のFabryPerot干 渉計 として用いられていた もので あるが,レ ーザー
の可能性 を最初に提案 したSchawlow.Townes15),Prokhorovl6)等の古典的論
文 において共振器 として このFabryPerot干 渉計が指摘 された。 しか しなが ら干渉計内
に レーザー物質を満たして光波発振器 として用いるには,光 波の干渉計内の1伝 播当 りの利得
をあげる必要上,鏡 面間を非常に離して鏡を対向 させね ばならない。その結果 レーザー用の共
振系 は光学 におけるFabryPerot干 渉計 とはか なり異 なった外観を呈することとな}),共
振器 としての干渉計の特性を幾何光学的に論ず ることは正確で はな くなつた。その様な レーザ
ー用のFabryPerot共 振器の特性を波動論の立場か ら理 論的 に解析す ることはFox,LilT)
によつて初め て行なわれた。其後 レーザーの研究の進展 と平行 してレーザ ー用共振 器としての
FabryPerot共 振 器の解析 は各 国で盛 んに行われ るようにな り ・現在においてはそれら
の研究 は非常に多岐にわたつ てい る。 この概究の多様性は実用面 における多様性に よるだけで
はなく,こ の共振器の問題 の取扱いが困難であることζ問題 自身が興 味あ る内容 を蔵してい る
ことにもよると思われる。電子工学におけ る波動現 象の問題 としては,自 由空間 におけ るいわ
ゆる伝播問題 ・回折 問題 ・お よび立体回路におけ る導 波管,共 振 器 の問 題等 が あるが,そ
れ らはほ 瑠 決 され鮮 的7kil#論雌 科書な どに も見出 され る18).其 後の 研究 の対 馳
自由空間 と立体 回路 との中間に位 置するものあるいは組合わ された問題で ある。 導波管 と,自由













































§2FabryPerot共 振 器 研 究小 史
22)
レ_ザ_用FabryPerot共 振器は,元 来 は光学においてFabryPerot干 渉計
とよばれていた ものであつて,垂 直入 射光の平行平面間における多重反射に よつて鮮鋭な干 渉
縞をつ くる光学素子 として考 案 された ものである(1899)。 これは高分解能の分 光千渉計 と
してスくク ト、。線の徴繍 造の翻,波 長砒 較測定,F渉 フイ、。タ等に闘 されてい83≧
特 に平行平 面間の間隔を固定 した ものはFabryPerotエ タ ロンとよばれ る。光学分野以
外ではこの干渉計型の共振器はセンチ波 において円筒導体のSomrnerfeld表面波 共振測定
用の高いQを もっ共振器 としてv一 ザー発明以前に使用 されてお り(1955)・ 現在で も ミリ
波,セ ンチ波用の共振器 としての研究がつYけ られてい るが.こ れらの研究 はFabryPerot
共振器の実験な らびに応用 と云う観点から後 にまとめて述べ る。
レーザ ーの可能性 を最初、。示 したS。h。w1。w,T。w。 。、(・958)15)がその共振器 と
してF。b,yPer。t干 渉計を提案し.M。im。n2り,C。lli。。 等25)(・96・)が レ
ーザー発振に成功 して後,レ ーザ ー共振器 としてのFabryPerOt干 渉計の特性を詳細に
解析す る要請が生 じた。光学におけ るFabryPerot干 渉計 の解析は平行平 面が 十分に接
近 してい るので多重反射を幾何光学的に取扱 うことで十分 であつたが,レ ーザーにおいて は発
振の利得をあげる必要か ら,レ ーザ。物質 をは さんで平行平 面鏡 あ るいは球面鏡を非常 に離 し
て対 向させね ばならず,し たがつて光学におけるFabryPerot干 渉計 とは外観 のLで は
大変異なったもの となる。これは構造L大 き く壁面 の開いた一 っの開 口共振器(open
resonator)であつて,波 動 の開ロ よりの回折効果が 共振 に対 し少なか らぬ影 響を及ぼす。
この様な レーザ"一・#.振器としてのFabryPerot干 渉計の最初の理論的な定式 化を与えた
17)のがFOX ,Li(1961)で あ る。これ は一方 の鏡面hの 波動が対向す る第二の鏡面に向
って伝播する模 様を マイク ロ波のアンテナ理論の様 にHuygensの 原理 によって記述 し 」第
一の鏡面 上の波動場が第 二の鏡面 ヒに再生 され るとい う形 で共振を定式化 し,伝 播函数 を積分
核 とす る積分方 程式の固有値問題 とみなす ものであ る。固有値が伝播iこよる振 巾の減少を記述
す ると考え,固 有値 によつて回折損失 を定義 している。これは正確に干渉計像 を基礎 にした定
式化であるか ら,以 下で は干渉計理 論 と名づけ ることにす る。Fox・Liは この積分方程式
を,帯 状,矩 形,円 形平面鏡,お よび円形 共焦点球面鏡の場合に対して電子計算機に よるシ ミ
ユ レーシ ヨンを行 なつて数値結果を得た。 この様にして開口共振器 としてのFabryPerot
共振器の固有 振動 モー ドには平面波共振 とは異なった,マ イクロ波閉空胴の場合 と類似 した種
種 の横モー ドが存在することが示 され,回 折損失,振 巾分布,位 相分布が比較的偲 ・Fresne1




Fox,Liの それと同等であ ることを示す ことが出来 る12～それはFox,Liの 方程式 は
量 子力学で云 うX表 示であ り ・後 者のそれはP表 示 に対応す るものであつて ・FOurier変
換 、。よ り_方 か ら働 、.移ることが出来 るからであ る.G。ub。u,S。hw。,i。浮τ～・96・)
に よつて始められたビーム波伝送理論も質的には同様 な部分波に よる取扱 いであって,Kotik
等の取扱 いは部分平面波 であるのに対 し,後 者 は部分円筒波である点が異な るだけであ る。 こ
の理論 の結果 は共焦点FabryPerot共 振器の理論 と同等 であつて,Fox,Liの 求め
た結果 とよ く_致 してい る.部 分波の方法 は其後C。1,h。w28)(・962),B、,。n。29)
(1963)によって議論 されたが,波 動場の空間的な分布を問題 にす る限 りはX表 示 の方法の
方が より簡単 であるので現在 では取扱われ なくなつた。
Fox,Liの 理論 はこの種の研究の端緒を開いた もの として重要な位置を占め る。 この研
究 の刺激によつて其後 レーザー共振器 の研究が急激 に増加 した。FOX,Liの 解析 はシミユ
レーシヨンによるものであつて,し たがつて数値解析であつたから.解 の種々の一般的性質 は
明 らかではな く,次 の問題 はその積分方程 式の解を解析的に求め ることでなければならなかつ
た.ま ずB。yd,G。,d。 。30)(・96・)1・よつて共焦点彫 球面共櫨 に対 して}埴 交座
標に よる変数分離により解がスフエ ロイ ド函数に よつて簡単に あらわ に与 えられ ることが示 さ
れた.こ れ}蒲 域 制限F。u,i。,変 換}.関するSl。pianP。ll。k31)(・96・)の研究
32)(1962)は等価共 焦点球面系 を考 察を応用 したものである。又,Boyd,Kogelnik
する ことにより ・一般曲率球面系の定性的な特性 を論 じた。 しか しなが ら積分方程式は との様
な特別 な場合以外 は厳密解 は見出 され えないので種 々の近似解法を用いるか,あ るいは異なっ
た描像に基ずいて理論を新 しく定式 化して解析 す る必要があつた。干 渉計理論の積分方程式 に
直接 に近似解法を適用する ことは,ま ず固有値問題を停留値問題 として記述 し ・適 当な試行函
数樋 んで近似的固龍 樹 窮 ることカ・ら始められた.P赫 では既・試みカ・あつたが26)28?
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具体的に結 果を求め る・ とは嬢 示 の取扱・・によつてT。ng33)(・962)が行な・・F・x・Li
とよく一 致する結果をえた.し か しなが ら積分 核は対称であ るがエ、レミツ}でやよなく群 のRitz
の方法漁 条件 ・適用出来な ・・ため・F。x,Li,M。,g。n34)35)(・963)等・よつて
批判 されている。その様な積分核を もつ第2種FredhoIm型 の積分方程式の固有値が少 な
くとも一っは存在す ることの数学的 証明 は最近C。 。h,an36)(・965)が与 えた・固有値積
分方程式の普通の近 似解法 は展開法 によるものである。共焦点 円形球面系の場合 には ・ヒにの
べた様にく}oubau等に よるビ_ム 波伝送理 論27)3T)と同等 であるが,こ れは無限共焦点球
面系の固有函数 であ るGauss-Laguerre函数 に よる展開に よって取扱わ れてい る。 この
取扱いは池L,小 倉,吉 田,古 浜10)(1965)が摂動法を用いて 簡単 化してい る。平 面鏡に
対 して はB。,g、・。孟。,・ 。hach・。,(・964)38)(、965)39)(・966)40)等緬 交
41)
展開法に よつて,大 きさの異 なる矩形共焦点球面鏡に対 してはStreifer,Galno(1964)
(・965)4隊S。hmidtの 麟 法、。よつて,驚 形お よび 円形 共焦i」.ele面系・対 して は
McCumber43)(1965)が多項式展開法 に よってそれぞれ取 扱ってい る。又別の方法 と
して,齢 方程式を鮒 方程式に直 して鰍 方法がSI。pi、。4`)(・964)i・よつ て円形共
焦点球面系に対 して行なわれた。これは 上にのべた帯域 制限の1次 元Fourier変 換の結果
をBoyd,Gordonが 帯状又は矩形共焦点球面系 に対 して応用した ように,こ れを帯域制
限 の2次 元Fourier変 換 に拡 張す ることに よってスフエ ロイ ド函数 の定義 を一般化 し,そ
の結果 を円形共焦点球'面系 に応用するものであ る。以Eの 様に近似法 によって解析的 に取扱 う
ことの出来 るのは平面,共 焦点球面,共 中心球面○場合 に限 られ,一 般 の曲率の球面 に関 して
碇 性的構 論32鋤騎 的に轍 う。とは騰 であつて,未だ轍 されていな、、。搬 齢
の球面系に対 してはLi45)(・965)の行 なつたシ ミユレーシ 。ン、。よ磁 値結果力、知 られて
い るのみ である。
以hは すべて干 渉計像に基づ く理論の解析であ る。干渉計理 論は問題 の定式 化を 簡単 に行 な
うことが出来 る利点 を有してい るが ・一方共振像の捕え方が固定 してい るために種々 の問題へ
の応用が出来難い こ と,な らびに方程式の解法が限定 され て解き難 いことなどの欠点 が伴っ
ている。FabryPerot共 振 器の問題 を解析す る別 の方法 は最初か ら異 なった描縁を出発
点 として定式化を行な うことであ る・その一つはV・i・・ht・i。46)(・963)の轍 管像 に
よる巧妙な取扱い であ る・半無限長平行平面導波管内を開口面 に向 って進行す る2次 元導波管
伝播モー ドをWiener-Hopf法 を用い て解析すれ ば,レ_ザ_共 振器 に対応 する高次モ 一ー
ドにおいては遮断状 態に近い モー ドの反射係数 は非常に大 き く開 口面 での編射損失,モ ー ド変
_6_
)換が著 しく小 さくなることが示 される。従つてそ の導波管が両端開 日であれば伝播波は2つ の
開口の間を往復 し,幅 射 によつて減衰する一 っの導波管共振が生 ずるが,こ れは帯状平行平面
間 の一 っのFabryPerot共 振 とみなす ことが出来 る。又 この反射係数を平行円板間の円
筒波伝播モー ドに対 しても適用す るな らば,平 行 円板間のFabryPerot共 張が えられる・
この様に して求め られた回折損失 はFox,Liの 数値計算 とよく一致してい る。池 ヒ,小倉 ・
吉田1)(1964)は閉 じた空胴共振モ ー ドを無摂動モー ドとし,開 口面よ りの輻射の反作用を
摂動 とみなす取扱 いを行なつ て,回 折損失,周 波数変化等 を簡単な表式で与えた。又Risken47)
(1964)も同様な描像 に基づき開口面での連続条件 を解 くことに よつて回折損失,場 の分布










・蘇 示の定式化の方伽 早くから示 されていたが26鄭 的に鞭 求め・・と1・成功・ていな
かつた。実用的な数値結果}。F。x,Li52)(・963)が緬 変形1。対応 して無歪鏡面 。等価
的 に位相分布 を付加す るX表 示 の近似 を用いて,無 限長平面ス トyツ プに対 し計算機 によるシ
ミユ レーシヨンで数値を得たのが最初 である。同様にして共焦点系球面の曲率がわずかにずれ
た場合の損 失の変化を も求めてい る。池b小 倉,吉 田5)(1964)は空胴理論を用いて平行
円板共振器の傾斜お よび球面変形を解析 して損失を簡単な一般式 で与え,平 行平面聞の共振は
傾斜 に対 し非常に敏感 であることを示 した。共焦点球面共振器の変形の問題は,円 形球面の傾
斜 に対 しては池b小 倉,吉 田,古 浜10)(1965)が,又帯状球面 鏡の傾斜な らびに曲率の変
化、。対 してはGl・9・53)(・964),(・965)が洪 に異なつた立場か ら捌 法を用、、て取
扱ってい る.其 他の実肋 醐 として は共中心球面嫉 器の勧 の問題がLi54)(・963)に
よって,不 均一反射鏡の罷 が熊谷,森,顯5%964)、 。よって,縦 モー ド選択の問題 と
しての齢 型F・b・yP…t共 振器の樋 力s熊谷,松 原 疎%964)、 。よつて.緬
穿孔の問題がM。C・mb・,43)(・965)、。よつて,異 施 物質の入 つた嫉 器はD・vle・
Wnit。57)(・965)、。よつて,そ れぞれ取扱われてい る.。 の種のF。b・yP…t嫉
器の変種に対 する問題の研究は最近増加 してお り種 々の形状の共振器が取扱われ るようになっ
た。
以hは すべてFabryPcrot共 振器の不安定な 自由減衰振動モ 一ードのみを対象 としたも
のである。次に来 るべき問題 は当然 共振器の線路 との結合間題,励 振問題でなさればならない。
通常 自由振動モー ドの研究は より「般的 なその様 な問題の前段階 としてな されるのであるが ・
開 口共振器に対 して どの様に励振 問題 の定式化が可能 であ るかを示 すことは困難な問題 である・
その様な一 つの定式 価V。i。 、ht。i。58)(・965)、・よつて示 されてい る.そ れは散乱問
題におけ るS行 列理 論 といわれ るものの一つの型であっ て,不 安定共振 とい うものをS行 列に
よって数学的 にとらえよ うとするものであ る。この論文 は開 口共振 器の励振 を問題 にした唯一
つの論文で あったが,境 界 条件の単純でないFabryPerot共 振 器に対 しては具体的に適
用することは事 実k不 可能 である。池 ヒ,小倉,吉 田,巖 塞14)(1966)は平行 円板型Fabry
Perot共振器の励振問題 をGreen函数法に よつて定式化 し,強 制励振 の特性 の具体的な解
1r)析を実行 した
。又更に無励振 の場合 として自由振 動を解析 し,FOX,Liの 結果 な らび
に空胴理論に よる鏡面変形の結果5)を再 び得 てい る。現在 までのところ励振問題の解析 は他 に
は報告 されていない。又一般 曲率 の球面FabryPerot共 振器の自由振動 な らびにその励
振 の解析が困難な未解決の問題であ り,こ れが解決 され るならば,レ ーザー共振 器としての
FabryPerot共 振器 の理論 ヒの主要 な問題 は一応終了す るもの と考 えられ る。
以.ヒにおいてはFabryPerot共 振器の理論 的研究 の現在に至 るまでの進 展状況を概観
したが ・次に実験的研究につい て言及する・ この種 の瞬究 の数 は理 論的解析の研究数 と比較 す
ればかな り少 ないが ・着々 と成果が報告 されてい る。光学的波 長の共振 器として この共振器の
特性を理想的 な状態 で実験を行 な うことは困難 であ る。 それは波長が非常に短か いために共振
器の製作精度 ・測定用光源 ・測定器の性能が マイクロ波領域の それ らに比 して全 く劣るためで
ある・したがっ て人 為的}こ支配可能な状 態においてFabryPerot共 振 器の実験を行な う
には ・共振 器の特性がFresne1数 のみで記述 され ることを利用 して,光 学的波長 の領域 か
らミリ波あ るいはセ ンチ波 にまで尺度 を拡大(scaleup)し て,マ イクロ波模型 によって
実験を行な うのが一っの方法 である・これは流体力 学におけ る実験 の立場 と逆 である。最初 に
のべた様にFab「yPerot干 渉計はレーザーの発明以前にセンチ波用の高いQを もっ共振










らはFabryPerot共 振器 自身の諸特性を系統的に実験 ・研究す ることはなかつた。Fox・
Lil.よる#eeの 理 論的な解析の後騰 の注意 によりS。h。ib。60)(・96・)がセ ン搬
によつて平面鏡共振器の実験を再 び行 ない,理 論に よる回折損失を実験 に よって確認 したが ・
ひきつYい て研究は行な わなかつ た。其後KOppelman61)(1963)はセンチ波において
平行平面共振器の系統的な実験 を行ない,Q,周 波数変移,近 接 および 遠方パ タンの測定 を行
なった.球 醐 嫉 器の実験はZimm。,e,(・962)62)(・963)63),N。Um。。n,
V。11。64)(1964)等が ミリ波 で,又W。 、t。,m。nn,M。i・,65)(・964)が平面鏡,
球面鏡1。対 い リ波でそれぞれ実験を行 なつてし、る.Dee,Sh。pP。,d66)(・965)はミ
ツ波におい て平面鏡共振器 を種々の励振方 法により実験 してい る。変形 した共振器に関連す る
実験 はK。PP・lm・n6T)(・965)が斜入射波、。よる励振の雌 を行なってお り,又




FabryPerot共 振器の応用面に関 しては,光 学用 の高分解能干渉計,レ ーザー共振器
は云 うまでもないことであ るが,種 々の研究,提 案がな され ている。上 にものぺた様に,レ ー
ザー発 明以前 に既に ミ厳 齪 用の高いQを もっ娠 器 としてKi。g,S。h・ib・ 等59)
(・95・)が使 肌 ているが,C。1、h。wは マイ ク・波用の反射器(・959)69),お よび
ミリ波用の高いQを もつ脹 計 な らび1・U波 帯誘電率測定用(・96・)τo)としてF。b,y
Perot共振器を用い ることを提案 し,等 価回路に よる解析 と ミリ波 での実験を行なった。更
i。又 ミリ波,サ ブ ミ倣 帯 メーザーの娠 器 としての提案(・96・)7Dを も行なつている。
ミリ波 用の反射器の設計に関するWelling,Andressen72)(1964)等に よる研究報
告 もあ る。 この様なQの 高 いための感度を利用 する測定器 としてプラズマ診断 に用いる提案 な
らびに研究 渓 験がA・hby,T・ph。 。tt73)(・963),G。,a,d。,V。,d。y。n74)
(・963),A・・t・n,P・imi・h,H・yamiτS)T6)(・964),L。ng,en,Mink,
B。y。,77)(・96・)等によって行なわれてい る。
以上 の例か ら示 され るように,光 学 領域 の波動の測定をマイクロ波の ように行 なうことは大
変 困難 であ るが,FabryPerot共 振器はその有力 な武器である ことが うかがわれ る。
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第2章 空 胴 理 論
§1序 論
この研究を行なつた当時(1963)においては,FabryPerot共振器の取扱いはFox・














出 され るべき性質の ものである.こ の後者 の点 に関 しては後にV・in。ht・i。`㌦ 研究 を行
ない干渉計理論の基礎方程式の立場 を明 らかに してい る。FabryPerot共 振 器の自由振
動モー ドならび鑑その減衰率 としての回折損失はFox・Liが 干渉計理論 によって二三 の数
値解を見出しているが ・次の理 由に よつ て解を噺 的 賦 の形 としてあらわに求める必要があ
つた・ まず第1に シ ミav-… ンに よつてレ・2っ の舳 振動モー ドの存在が知 られたカ・,他
のモー ドが どの様な形 で存在す るのかは知 られ ていない ことであ る。第2に,当 時のV_ザ_
共振器のF「esnel数 は現在使用 されてい るもの とは違つてかな り大 きい値 ,たとえばN:.
200位 のものが使用 されていたが ・そ 嚇 歓 きいF・e・n・1数 ・・対す るモー ドな らびに
回獺 失を求め ることは上のiv)によつ て灘 方程式 の適用範騨 であつて ,又か ・)に齪 範

































§2ス カ ラー 波 の 共振 理 論
L















▽ ・・-1舞 一 ・ ⑫・)
であらわ され る。但 しC・=1の単位系を用いる。Vの 中に閉 じた空胴の固有振動が あるとすれ
ばそれは開日面Sよ りの輻射に よつて減 衰してゆ くが,ど の様な固有振動が考 えてい る開 いた
共振器の自由振動モ 一ードのよい0次 近似 を与 えるかは前 もつて知 ることは出来 ないの で,こN


































波動方程式(2・1)をVに おいて{Uv}で 展開するならば.(2・1)はFourier係 数
に対する運動方程式に帰着する。
誰 ・ゾ 勉・嘱 偽 ・-4聯 ・一 ・(S#・)(・・)




▽2・ ・=.iiB・…B・ …ん ▽2岬7
-一勉2オゾ4。砦 呪{撫 ・
(28)
とおき,(2・8)で はGreenの公式 と(2・2)を用 いた。(2・5)(2・6)のσ上 の積分 は鏡
面が半透明の場合,変 形 した場合,あ るい は励振す る場合 にあらわれ るものであ るが,こ の章
で取扱 う完全 な鏡面に対 してσ上 で境界条件U=oを 満たすもの とすればこの頃はあ らわれな
い。今一っ の特別なUyの みに注 目し,上 の運動方程式において開 日面上 の積分がF'ourier
係数Avの 運動方程式 に対 し摂動 として効 いて くるものと考え る。その時0次 近似では
u'.AvUv(2・9)
であって,1次 近似 における補 正が面積分 によつて与えられ る。












で与 えられ る。こtSで鏡面の裏 面の効果 を無規 し,Kirchhoff近似を用いて いる。 したが
つて運動方程 式(2.5)(2・6)に あらわれ る面積分 はそれぞれ
一々 雛 ・一艦 ∂絆)・(・i・')∂雛)al・d・
三A、IO(S型)(2・13)
ん 舞 嘱 ・一σ 儲(D篶%(x')a・d・'
三4〆1(S'型)(2・14)
と書かれ る。但 し ・(2・14)のGreen函 数の微分 は特異 性を考慮 してXはS'の 外部か ら
X'はS'の 内部か らそれぞれ5'面 ・近づけた搬 値を とるものとす る.(2.・3)(2.・4)
の積分 を実行 して(2・5)(2・6)にそれぞれ代入すれば1l
vに 対するmp-一っの運 動芳程式 を
取扱 うだけ とな る。(2・13)(2.14)の 表面積分を
10≡ α0+乞β。 ・11… α1+乞β
1(2.・5)















の関係があるi?こ 、にπは鏡面間壱.あらわれ碇 在波の数であつて2乙/λ で与えられる。
λは波長である。
(2・13)(2・14)の表面積分 を実行す る為には面の形状な らびにUvの 形 に応 じて積分
が容易なGreen函 数を選 ぶ ことが必要で ある。次節 では平 行円板型FabryPerot共 振
器について実行する為に円筒表示のGreen函数を求める。
§4円 筒 表 示 のGreen函 数





但 しこsで1γ 一r'1は2点間 の距 離を(r,θ)面 に射影 した ものをあ らわす。 これを θ部
分 にはFourier級 数,Z部 分にはFoutier積 分,γ 部分 にはFourier--Besse1
積分 を用いて解 くu即 わち0(rθzi〆 θ'Zりは それ らに よって次の様に あらわ され る。
G(γθzl〆θ'zり
「 盟 倉 甲 λλ・爾 ノ・(λγ)J、(A・')・'t(θ"`')・'k(z"z1)
(2・22)
こsで9(k,R)は!に 関係 しないFourier係 数 である。便宜上 γ』0θLO
_15_
Z==Oとおいて解 き ・後に変数 の置き換えを行な う。(2・21)の 右辺に附録(A2.1)一
(A・・)を 代入 ・,(・.22)を 左辺に代入して(A・ ・4)を恥 ・ならば容易・9(k・/)
が求め られ
・(・θ 1・)一歯 ご 畔 饗 、皇害 ㈹
となる。求めるGreen函数の積分表示は変数の移動
(γ,θ,Z)→(1γ 一r'1,θ 一 θ',Z-Z')(2・24)
但し
1γ 一r'1≡ γ・2+γ'2-2γ γ'COS(θ 一 θ')(2.25)
を 行 な う こ とに よっ て 得 ら れ る 。(A2.5)の 加 法 定 理 を 用 い れ ば
c(rθzi7ノ θを う
(・羅蝉購魁 讐 う
が得 られる。以下ではGreen函数 として(2・26)を 使用するが,変 数 の移動(224)は









旗 つ・・ての積分路は結果酬 向波であ・・と繧 謝 ることによつて定める.時間因子、ま



















に極を もっ。 この2は 変数 λに関 して2価 の函
数 である。今 」2の偏角が0(正 の実数)の 時に
外 向波をあらわすように積分路を指定す る。そ
のためにはZ>〈0に 応 じて積分路を図の よう
に上半面.又 は下半面 の無限遠方を まわるもの
とす る。その時
1。 。eikiClk.ei21z{


















2(λ)は λに関して2価 の函数であ り,Z==ωに分岐点 を持っ。結果が外向波であるために




となつてよく知 られた自由空間のHelmholtzのポテンシヤル函数 に帰着す る。(2・29)
に加法定理(A2・5)を 用 いた ものが求め る円筒表示のGreen函 数である。
〔B〕λについて先 に積分 する場合
(2・29)はZに関して外洵 波で あることを示してい るが γに関 しては完全 な定在波 として
あ らわれてい る。次 にはγに関 して外向波であ るような表示 を求め る。(2.23)の 被積分函
数 は λに関 し1
S(k)・=(ω2一 な2)7(2.,、)
に極を もっ。5(k)は 変数 んに関 して2価 の函数である。今5の 偏角が0の 時に外 向波を与
え るよ… 積鱗 を指定す ・・W・…n78)(・.424)・・あ・様にH6(1)を図 ・・3上図の様












S(k)の 分岐点k=± ωを避けて通 る積分路を
図2・4の様に指定する。k=± ωでは5=0で あ
つて,こ こ鴫(')の 蟹 点でもあり分岐点に も
なつ てい る。S(彦)の 偏角 はk=oで0に なる
様に指定 しておくと図に示 されてい る様 に積分路
に沿う5(ん)の 偏角が定 まる。従 がっ て積分 は ・
ん=± ωでの小半円の積分 の寄与 は無視で きるこ
とが示 され るので,た 一平面の虚軸に関 して対称
とな り(2・33)は


















となって(2.30)に 等 しくなる筈 である。(2・34)を 直接証明する ことは困難であるが積
分路を変形 して(2・29)に 帰着 させる証明を附録2,2に示す。(2.34)の 関係は文献19)
では異 なつた方法で導 びかれてい る。円筒表示 のGreen函数 は(233)に おい て加法定理
(A2.6)を用いて得 られ る。
§4.2平 行 平 面 導 波 管 のGreen函 数
こsで は後に第4章 以下 で必要 にな る無限平 行平面導波 管のGreen函 数の円筒表示 を求め
る。本質的に上の 〔B〕の変形であ るので ここにつけ加 えた。
平行平面≡導波管 はZ=0,Z=Lに 位置し,Green函 数はその上でS型 の境界条件(2・3)
を満 たす ものとする。この時(2.21)を 解 く場合 にZ部 分にはFourier積 分 の代 りに
Fourier級数 を用い,し たがつて(A2.2)の 代 りに
δ(・一・・')一鑓
1… π歪Z… 雫 ご(・35)




がえ られ る。求 める円筒表示 のGreen函数は(2.36)に 変数移動を行なって加法定理
(A2.6)を用いたものである。
§5表 面 積 分lO・11
前節に求めたGreen函 数を使用してVの 中の2種 類 の固有函数系につい て(2.13)(2.14)
の表面積分Ie,'1を 求め る。Vの 中の2種 類の固有函数系,即 わち開 口面で(2.3)又 は
(2.4)の境界条件5型 又 はS'型 を満足 するものは,量 子数 の組 ンニ(1,m,n)に 対応
して

















で与え られ る。mは(2.38)(2.39)のBessel函 数の根の番号 である。Green函 数
としては(2・33)の 形を採用する。本章お よび第3章 における空胴理論においては最初
Green函数 として(2.29)の 形が用いられた。数学的 には同等 であるが後章 におけるより
一般的な場合には ,表面積分の実際の計算に当 り(2.29)の 形は収束 の問題 で面倒な点が見
出 された。従 って統一 を期する為に以 下においては(2.33)の 形 を用 いることに する。




4L嘱L己 ・・c・・k(Z-Z')…(π 葺Z)…(π'雪 ご1
ノ
ー(笠 π)串 皇 ±(一一1Y"n〕 〔1-(一 ・)nc・・kL〕 〈、。、)
幽 票)2ユt・le2-(π,πゐ)2〕
等の関係を用いて整理すれば,表面積分は次の形に書 くことが出来る。











とおいた。(245)の 右辺{}の 中は,左 辺に対応 して とるものとする。
§6数 値 計 算(レ ー ザ ー 其 振 器 の 場 合)
前節 までの結果 をレーザ 一ー一用のFabryPerot共 振 器に対 し,実 用の寸法 を使用 して計




とす れ ば,低 次 の横 モ ー ド量 子 数1,mが10以 下 の 時
π尋 一 ・・5-・・τ ω・=禦 》Atm(2・ ・7)
が成立す る。FoxLiの 用いたFresneI数1Vに換算すれば
・・ …-ii!1
,=・ ・ ・・…(・ ・48)
程度 であ る。初期の レーザーではrv':500程度のものがあつたが,現 在使用 されてい るガス
レーザーでは1V=10位 であ る。
F。X,Liの 干渉計職1%}。Fresn。1数N、 。制騨 あ り
_21_
α2L2N≡万 《(i) (2.49)
である必要があ り,1V==O.5.N10程度 の値に対してシ ミユレーシヨンによる数値解析がな さ
れてい る。空胴理論の適用性はNの 大 きい ところにありN》1で あることが必要 である。
実用の レ_ザ_共 阪器 におい て成立ってい る条件(2.47)に 対 して表面積分 を近似 計算 す
る。(2・45)の 被積分函数において(2・47)を 考慮 しω;ω レ とおけば
_・ 一…(÷ ππ)・ 一… 嬉 詳2(,.,。)
・ 〔ぐπ芸・)・
.・ ・〕 ・=(ω α)μ ・㌔一・2〕2
とな る.こ ・でA2/(ω の2《 ・ を用いてV・るが これ は(2.47)の 条件 の もとでは積 分
はこの近似 の成立範囲で十分速 く収束するか らである。
(2・45)における積分変数を(2.46)に よつてκか らAに 変える と,積 分領域 はAの 偏
角 に応 じて2部 分 にわか れて




」謡 ・A・g(A)-9(・ ・〉 ・)・)
・な・か・・積分領域はそれぞれ 君40.・ なる・積分がω・>Aの 範囲内で+分速 く
収束するので第1の 積分 の上限 ωαは実質的にOoとして よく,又,(2・51)で(ωa)隈!f2














とおいた。N>1で あればα《1と みなす ことが出来 る。 この時.(2,53)お よび(2・54)
の被積分 函数は,第1因 子の∠に関 し緩 く変化する部分 と,第2因 子のBessel函 数に よつ























































図2・6積 分 ノb・"1の 被 積 分 函 数 の 形
考 え る こ とが出 来7di.λ・=iO4Z,α==O.5cmと す れ ばA=200の と こ ろ で10『2ラ ヂ ア ン に
対応す るので,こ のFresnel数 の場合には輻射が殆ど軸方向に出てい るこ とになる。 これ
は回折損失の別の表現であ る。積分に大 きく寄与す る範囲 では殆 どの,・1に対 しBessel函 数
は漸近形を使 うことが出来 る。 その時(2.54)の 第1項 の積分の寄与はあらわれない。積分
を数値積分 によって求め る。著しい事 に上の積分値は殆 ど1望伽 の値に依存しないことが確か
め られ る。 これ らの ことを用 いるならば積分のパ ラメタ1Vに対す る函数関係が簡単な形で求め
られる.即わ洲 一謂 とおくとき鴫 一±〃 ム とするときの積分値の変化撫 視出来る
ことから 3
1(Alv)={ll=1}'㈹(2・56)
が成立つ ことが示 され,1(rv)はNの 同次函数であ らわ され る。従 って上 の積分 はた とえば
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rv=.100における数値積分の値か らすべ ての1Vに対す る積分値が求 められる。 この様 にして得







とな る。上の近似がわ るくな るのは,Bessel函 数の漸近形を用いて被積分函数 の急速 に振動
動す る部分を平均値にお きか えることが許 されな くなる場合 であつて,(257)(2・58)は
N≦5に 対 しては適用出来 ない。(253)(2・54)の 積分は こyで は数値積 分に よつ て求め
られたが,後 に第4章 において更に一般的な場合 も含め て解析的 に積分が実行 され る。その特別































とな る。但 し ・Atmは5型 では(2・38)・S'型 では(2・39)を 満足す る・
上の関係か らわか ることはS'型 の回折損失,周 波数変化 は殆 んどモ ーFに 依 存しないこと
であ り.特 に∠=0に 関 しては全 く依存 しない。又図2.7に示 される様に5'型 はS型 に比 し
て損失は一般に1桁 ない し4桁 大 きい値 をとる。S'型 の固有振動では面S'上 の境界値U≠
0のため に輻射量が大 きく,し か もこの値は面5'上 においてモー ドに大 きく依存しない。一
が 型の固有振動では面s上 でu=・ で あるため輻射量 は少 なも 翻 はもっぱら∂u/∂ γ
の値に依 存しているが,こ の大きさはモー ドに著 しく依 存してい るのである。
以上の解析 によつて5'型 の損失,周 波数変化はS型 のそれに比 して非常に大 きいことが示
された。 §2,§3で はモー ド間の結合 を無視 し,摂 動の対角線行列要素 のみに よって自由振
動 を論 じられ ると仮定したが,S'型 の摂動はS型 に比 しかな り大きいか らこのS'型 では対
角線行 列要素のみでは自由振動を記述 しないものと考 えられ る。従つて(2・65)(2・66)
の結果 は,あ る時刻 にS'型 の振動が共振器内に存在 したとする時.そ の時刻の附近 での5'
型の振動の減衰を記述す る量 として受けとられるべきである。一般的には 自由振動 は5型 とS'
型め中間に位 置す るものと考 えられるが.上 の2種 の両極端 の境界条件を もっ固有函数の摂動
の受け方か ら,自 由振動はS型 の固有函数に非常に近 いものと考 えられる。そうしてS型 の固
有 函数を0次 近似 として求めた(2・63)(2.64)は,対 応す る自由振動の回折損失,周 波
数変化 とす ることが出来 る。(2.63)を
_且b'
at=Al.tv2(2・68)
と書い て,係 数Almを 表2・1に示す。(2・62)(2・65)で 与えられ る2つ の型の最低次
6
η 0 1 2 3
0 0,138 [0,352 0,633 0,977
1 0,731 l L18 1.70 2.29
2 1.80 2.48 3.24 4.07




のモー ド,っ まり(0,0)モ_Fに 対す るQ値 を図2.7に示す。図の右下方 は計算の適用外
であるので示 されていない。図か らわか るように5'型 の損失 はかな り大 きくFabryPerot
共振器の 自由振動モ_ド の0次 近似 とはな りえないから,図 のS'型 の(0・0)モ ー ド ・即
わち完全な平面波共振の損失は,初 期状 態 として完全 な平面波 共振が存在 した時の 単なる時間
的減衰率をあらわすもの と考えるべきである。図2.8には(2.64)に よっ て5型(0・0)
型モードの周波数変化を示 した。5'型 は自由振動モー ドとして0次 近似 にとることは適当で
はない ことが上 で示 されたので(2.67)は 図示 していない・図2・91こは(2・63)に よつて
種々のモー ドに対する1ト ランジッ ト当りの回折損失 δdをFresnel数1Vに 尉 して図示 し
た。 δα1はFox,Li等 によつ て最初に用い られた量で あつ て ・共振器の寸法 ・波長などの
量がすべて一っのパ ラメタ1Vによつてあ らわ される点,記 述 に便利 である。同時 に比較 の為に
Fox,Liの シ ミュ レーシヨンによる計算結果をも示 してい る。Fox,Liの 結果 では1V
が小さい ところで は図の直線 は下方に 曲っており,1V<10で はそれがはつ きりとあらわ れて




本章の空胴理 論の研究 の行なわれた当時,回 折損失 としてはFox,Liが シ ミユレ_シ ョ
ンによっ て求めた(0',0)お よび(1,0)モ ー ドのN==20ま での数値結果 と大 きい1Vに
対す るその外挿式が知 られてい るのみであつた。(0,0)モ ー ドに対 し比較 を行なえば
δCl・ ・・…IV'1・4(…,Liの 外挿式)(2 .69)
SCI・ …38A'-1・5((・ ・68)1・よる)(2 .・)
とな る・Fox・Liの 得たモ ードのパタンもこ ・で0次 近 似 としてい るS型 の固有函数のそ
れに大体近 いものであ るが ・F・X・Liの 見出したバタンには細か い リツプ、レが あ らわれて
い る・空腱 論ではそれらの リップ・・までを求め ることは騰 であるが ,第5章`。おい ては完
全 な定式化である励継 論の一つの応用 としてそれ らのパ タンを詳細に醐 す る。
〔B〕他 の解析結果 との比較
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図2.91ト ラ ン ジ ツ ト



































































(・74)は 後1・第 ・章・・お・・て求め ・(5・・9)式 であ … れ らはす べて異 なつた定式 化
、。よつ て求められたものであるが比例常数の差を除 き離 的・ は一致 してい る・F・x・Li
のもの撮 もよく_致 す るのはV・i・・ht・i… よる(2・7・)あ る・・は後i・求め る(2・74)
である.Berg,t。i。,S・hacht・・}燗 波鍛 化 として平面波嫉 周波数 よりのずれ
2








































で明 らかにされた如 く5型の空胴共振縁は他の種々の共振像 ・すなわち干渉計像,導 波管共振










前章においては回折損失妃 を(2.43)の徽 開ロ面Sに お`ナる表面積分 としての輻射摂動
行列1の対角要素の虚部 として求めた。更に鏡面に微小変形が存在する場合 ・この種の問題は
空胴理論では摂動法を用いて容易に取扱うことが出来る。すなわち鏡面変形による摂動〃が存
在する場合には(・3)+Hを 対触 する様嫉 示で輻腋 動行列1の対ee$e求 める・と
云う様に聴 を設定し直す・と・咄 来 る.但しc・で(の 燗 じ腔 胴の固有函数(2・・)
に対応する固龍 ω。2で作られた崩 行　・Jを灘 するものとする.上の問綴 定の内容を云・・

















れらの行列螺 の鵜 課 を恥 て鏡酸 ヲ杉のある場合の噺 嶽 を書きあらわす
.その蠣
斜変物 効果は変形の2乗であ・われること ・お・び 噸 鍍 形によって∠..、のモー,の縮
退がとれることが示される・球酸 物 場合には変物 符号も含め
て・次の項であらわされる.
§6ではそれらの徽 和の形で与え・れた各モー・の巌 を計鰍 によつて数舳 。求め ,結
果をF「esnel雛 変形パ ラメタκの簡戦 緻 式 として与え
,その如 懸 を各モ.,




















形 に対 しては非常 に敏感で ・ご くわずから変杉によつても回折損失が著 しく増加す ることが示
され ・一一'方球面変形 の場合 にはそれほど影響を うけないことが示 され る。 §7に おいては種 々
の考察 を行ない特に損失最小のモー ド地図およびFox,Liの 数値計算 との比較 を与 える。
§8に おいては §2に おいて用いた閉じたしか も変形した空胴の固有函数を別の方法で導びき ・
§2で 用いてい る固有値問題の摂動論 の直接の結果 と比較する。この節は§2で 述べ られ るべ
きものであ るが,こ の章の論 旨を明瞭にする為に最終節 として独立 させた。




こで は3型 とS'型 の両方 を同時 に取 図3.1変 形 したFabryPerot共 振器
扱 い,議 論を平行に進めてゆ く。変形
後 の領域viに おける固有 函数系{Uv}のFOurier係 数の運動方程式 は(2・5)に対応
して
論+ω λ 一獄 晦4齢 ・一・(鋤
(σ上5型 境界)
ぷ ・ ωノ浸。+ん ・器 己・+4・1馳 ・一 ・(3・ ・)
(σ上S'型 境界)
但し
Av一 る θ覗 ・"・u;z'Avuv(3.3)
であ り,(3.1)・(3・2)に 対 してはそれぞれ
U(・)一 … 。(・、)=・(・ 上5型)(3・`)
_3q
∂箸;∫)
一 ・ ・ 弩 σ0)一・(・ 上 ・'型)㈹
なるU,{・ 。}を 考えるものとする・nは タF向き騰 であ る・(3・・)あ るい は(3・2)の
第3項,第4項 がそれぞれ鏡面変形 および開 日面Sよ りの輻 射に よる2っ の摂動項 丑お よび1
に対応 してい る。
前節でのべた ・とに より,(ω 。2)耀 鮒 触 す る様嫉 示 で'の 行列要素を求 める・そ
のために先に1ニ0の 場合を考え る。変形 はσ0か ら内部に向つて図3・1のσの様 に与え られ
たとす る。これは{Uv}がVの 外部では定義 されていないか らである。 しか し変形が微 小で
あれば ・この特殊性 は不用で ・σ0は 変形 σの平均の位置にあるとす ることも出来 る。それは
σの平均 のずれ は単 に共振周波数のみを変化させ るだけであ ることN・U vを σ9の 外側 に外
挿 して定義 してい ること と結果に差 を生 じないか らである。変形 σに よるS面 の変化は無視 す
る。
(3・1)(3.2)はUの展開(3.3)が 項別微分 を許 す範囲内で,次 の様 にま とめ られ る。
但 し1=0と している。
誰 ・。幽 … 。ノ。一 ・(・ ・)
但し
%一 「盗 ・・。麓 仙 調 ▽・〆(・ 上・型)
(3・7)
∬"魂 ・畿 齢 ω3仙 ・μ・。〃(・ 上鞠(3.・)
(3・7)(3・8)の右辺におけ る近似式は附録3」 に導 びかれ るい る。
0凝 似(H=0)の 固有畷 をIL







の様にあらわ され る。 こsで は変形Hに 関 し2次 までの摂動項 を示 したが,傾 斜変形の場合 に
は1次 の摂動項 は消 えるか らである・(3 ・9)は縮退 していない翻 論の結果である・{U
。}
は実際縮退 してい るが §4で わか るように今の問題 ではその間の摂動行列要素はoに なるか ら
(3・9)のまSで 差支えない。(3.9)は 摂動論を(3.6)に適用 した直接の結果 であるが実
さいに(3・9)が σ上 でS型 あるいはS'型 の境界条件 を どの程度満足 しているかは保 証 され
ないか ら ・境界条件 の摂動 を積極的に使用 しざ(3・6)に よらないでUOを 求めることも出来
る。その様にして導 び く方法を §8に おいて示 し,結 果 を(3.9)と比較 する。結果 は(3.9)
の第4項 をのぞいて一致 してい る。第4項 は実際の計算 において0に なるのでPJ下の計算では
UOと して(3.9)の 形を用いて行な う。
開口面Sよ りの輻射による摂動1の(3.9)の 表示に よる対角要素 は(2.43)に対応 し
ノ0。一 窟 砦(X)・(・1・ ・)∂雛)a・d・ ・(3…)
一1・・+・庫





・。。 一 ∫機 ・(・1め器 ・CIS'(3・ ・2)
の様 にあらわ され る。こsで ノはHに ついて2次 まで とり.Hは 実行列,1は 対称行列 であ る
ことを用いた。第1項1 は変形のない場合 の項 であ る。 こ＼では輻射による損失に関 して00
は1次 の近似のみ,っ まり対角要素のみとして取扱つている。1の2次 の摂動はHの2次 の摂
動の効果 より小 さい範囲で考えるもの とするが,実 際1の2次 摂動の効果 を評価す ると,1次
摂動 の効果 の1%以 下であることが示 され る。







§51の 行 列 要 素
(3.12)で定義 され る1の 行列要素 の対角要素 は第2章(2・43)(2・57)に よつて求
め られた。非対角要素 も(2、33)(2.37)を 用いて第2章 §4に おいて行 なつた と全 く同
様 に計算す る・とが出来 る・固有函蜘 。 の量子数 匠(1,m,n)の 同 じ廊 属す る固有
函数は2重 に縮退 してい て(2.37)の 様に角部分 にcos/θ をもつ もの とsin/θ をも
っ ものがあ る。前者を+,後 者 を一の記号で区別す る。今微小変形を考えてお り,し か もレー
ザー共振器の場合(2.47)の 様に量 子数πは非常に大 きい時には,異 な るnを もつ固有函数
間の結合 は小 さいもの と考える ことが出来 る。即わ ち摂動法の適用出来 る範囲では(3.11)
か らもわか る様に固有値の接近 した固有 函数の間の結合が優勢であ り,し か も,m,∠ につい
ては速 く収束するような事情 しか許 されない ことか ら,た とえばn→n+1へ の転移に よる固
有値 の変 化 は
ω。2-一・・。2==(々配α 『)2-(4ぎ㎡)2+(・n+・)(チ)2 (3.15)
とな る。./-∠',m-miが小 さし・ことを考えれ ば量 子数/,mの 変化に よる固有値 の変化よ
りも量子数πの変化による固有値 の変化が支配的に大 きい ことは明 らかである。 したがつて(
3・11)の計算においては1
μレもHPtvも事 実上nに 関 しては対角的であるとして計算する こ
とが許 され る。
行列1μ レ の著 しい性質 としては ・まず定義(3・12)に よつて(Dμ ,レに関 し対称 で
ある。次に(3・12)を θで積分 する時(2・41)の 角部分の関係か ら明 らかな ように(ID
躍 関 して対角で ある ・即わち転槻 △ た ・を もつ.(の+_に 関 して対角 であ る ,つ
ま りcosモ ー ドと・i・ モー ドの結合が なV・z部 分 の積分 に関 して}・こ・では σ上2醐





であ る。 こNで{}の 中の上段 はS型.下 段はS'型 に対応 してとるもの とする。従つて行列
要素 ノ は(2・43)(2.45)に 対応 してμレ
・。、一 鰐 髪・・(・め 舞 ・己・'一乞・婦,海'饗 〔1e+i・1'〕
(3.17)
憐(響 瑠 《署職 警薯緬 ω己κ
(3.18)
と書ける。 こNで μ,yは 例 えばμ=(n,1,m,十)ン==(n,1,ml,十)で あつて
其他の非対角要素は0で ある。(3.18)の{}の 中 はS型,5'型 に対応 してい るが第2章
§6で 行なった計算か ら明 らかな様 にL・一ザー共振器の場合にはn》1で あるために(3.18)
ππα
の積分はκニ τー 一の極 く近傍だけで十分速 く収束する。従つて この積分値 はσ上の境界条件
がS型,S'型 を問わず同一 であるとすることが許 され る。
以上 のこ とか ら(3・18)は(2.45)の 上段に,し た がって又(2・57)に 等 しい。第
2章の計算 ではGreen函 数の周波数 としてω=ω ンを用いたが今 の場合には鏡面変形に よる
Ueの 固有値の変化があるので正確にはそれを考慮 しなければな らない。しか しなが ら(2・56)
を導びいた時の様 に積分値 はω の正確 な値には殆ん ど依存 しないか ら(2.57)を その まs利
用す ることが許 される。以上に よっ て0で ない行列要素 は
3
・。。 一 … × ・・-2(・+の バ7婦 伽'肇(3・ ・9)
の様にあらわされ る。最後 の因子nπ/LZは δ己を書 くときに落 ちる因子である。
§4Hの 行列要素
§4.1微 小変 形 の 摂 動
§2の 一般論を円形平面 のFabryPerot共 振 器に対 し ・一方の鏡が傾斜 した場合 と,
球面変形 してい る場合について適用する。m,1は0～10程 度 ・nは(2・47)の 様な大 き








=.c-,,親 ㌢ 伽 θ己・
一磁(響 んノ '(望・)々(撃){lllll}{:ll多1}
× …2(響 ・)r・t・Clθ・e・(3・20)
である.・ れは σ上S型 盤 の場合であるが上・のべた様にnは 非常et・$Cきいので,ω 。2=
(nπン乙)2が 云えるこ とを考慮する と,(3.20)は σ上S'型 境界 に対 する(3.8)に等
しい。前節 において示 された様 にIPtvはσ上の境界条件 には関係 せず ・かつIIPtVも関係 し
ないことがわかったか ら変形 のある場合にも回折損失は境界の種類 に関係な く同 じ結果が得 ら






こ、で前 にのべた ように σの平均
変位は0と おいてい る。変形が波長 図3・2傾 斜 変 形
に比 して小 さく上 にのべた ようにπ
を固定 して考え得 るときには ・変位 によつては他のモー ドとの結合 は生 じないで単に〃 の
μン
崩 螺 にのみ寄与するが ・・れは周波数の変 化のみに寄与す る。 これはは じめか ら峻 その




×{α ノ〆 聖 γ)ノ1'(Al'miγ
α)r2ar(3・22)
この θの積分か ら転移則 〃 ‡ ∠±1が得 られ る。積分値は附録3、2に与えられ てい る。rに 関
す る積分 は附 録3・3の等 式(A3.7)に よって与 えられ る。積分計算の詳細 は附録 にのぺ る。
(3.11)の計算を行なう時,附 録3.4で示 され るようにqに 関係す るのは1ニ1の モー ド
のみであ る。 こsで はまずg=0(移 転+→+)の 行列要素を書下す。g=0の 場合 には
(A3.4)(A3.6)によって行列要素が(十,十)又 は(+、 ・一一)の間で とられ るかに応 じ
てcosq又 はsingが 乗 じられる。gを 変 えることが 出来 るので(一,一 一)間の行列要素
は一応考 えない。
μ=(/',mS,n.+)y==(1,m,n,十)と し行列要素の添字は/を 上 に,mを 下
に付ける。/≧2に 対 しては行列要素 は!'=./±1に 対 してのみ0で はな く
嬬 一 講 。(7LπL)2(5)・3〔1鴛`齢・・11+1(Alm)/i'+1(Al'm')
一 …f(γLπ





とおい てい る。Kは 最大変形の波長 λに対 す る比であ る。!=1に 対 してはHO'1は(3.23)
の2倍,H2・:は(3.23)の ま 、である.!=Ol・対 してはH1・Oのみであつて(a23)
の2倍 で与 えられ る。
_39一
§4.3球 面 変 形






















一 一ny一 一 一"一一''"一`一 一 一一 一 一"一 一h-ll
Dく ・
這(脚 〉
図3.3球 面 変 形
転 ・一渉 。(争π)2%2聯1}{鼎:1}堕(争)ノ〆箏)・3ar
(3・26)
となるが θ部分の積分から明 らかな ように変形が軸対称であるので ∠ニ ♂'以 外 の転移 は禁止
され,又+,一 の間の転移 も禁止 され る。d=d,の 場合のγ部分 の積分 は附録3.3(A3.13)
に与えられ てい る。積分計算の詳細 はそ こで与える。
従って0で ない行列要素は










§5鐘 面変形 によ る損失 の変化
§5.1傾 斜変 形
損失(3・14)を 計算す るために(3・11)に §3.・§4に お いて求めた行列要素1.Hを
代入する。損失のみに注 目する隈 りノ00の虚部 したがっで1μ'レ璽虚部のみが必要 であ る。 この
節 では便宜上Im(1)を 単に1 と書 くことにす る。μレ μレ
(3・23)で与え られ る傾鍛 形の摂動行列H。。はll・関し転移則△1=± ・を もち ・又
(3・7)で 与 えられる翻 の摂動行列1μ。は鱒 則△/=・ をもっ・ したがつて(3…)
の第2項 即わち変形 〃に関し1次 の項は0と なる。Hに 関し2次 の頃 の うち(3.11)の 第3
項 で与え られ る部分 も同 じ理 由で0と な る。結局,傾 斜変形 による損失 の増加は変形に関し1
次の項が あらわれないか ら,変 形の2乗 に比例す ることがわか る。(3・11)の 第1項 は変形
のない時の回折損失 に対応 し既 に第2章 で求めたものである。これに対応する損失を δCIOと記
















無摂動状態0を(1,.4,π,+)に よつて指定す る。和にあらわれ る中間状態では十,一 の
双方 にわたって和をと らね ばならない。したがつ て一般に δCl'にはg依 存性が あらわれるが,
附録3・4に示 す ように これは!=1の 場合のみあ らわれ る。









×射 嘉(轟 蘭 ∠ノー 、1争噛 ち)〕
(3・33)
但 しこ ・で16(N)は(3・ ・7)iこあらわれ るi6で あっ て(2・57)で 与 え られ る・







d=1の 場合 のみ特別であって附録3.4に計算 されてい るように結果 がg)に関係 する。 これ
は附録3・2からもわか るように中間状態にあらわれ る+・ 一が,転 移1→0の 場合 に対等にあ










(轟,♪ ㌔鉱 ㌃.轟 ㌔郊(・ ・り
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このg依 存性 は傾斜変形の最大傾 斜の方向 とモー ドの軸 となす角に依存す ることをあらわし,
又逆に云えぱ回転対称 による縮退したモードcOSθ,sinθの定義の不定性に対応 してい る。こ
の縮退 したモー ドを定義す る軸は実際は軸射の摂動1を 考慮す る以前に変形に よる摂動Hを 取
扱つた時に決定 されてい るぺきものである。それがその時決定 されなかったのは(3.9)の下
で ものべた ように,又Hの 行列要素(3.23)か らもわか る様 にHが1に っいて対 角要素を も
たないため に,2っ の縮退 したモー ドの間での摂動行列が0に なり,変 形 による固有値の変化
の1次 の頃が0に なったか らであ る。 したがつて縮退が とれ るものならば,摂 動の2次 の固有
値の変化を しらべなければな らない。(3・9)に対応す る固有値 の2次 の摂動 は次式で与えら
れ る79≧
△ω♂一翌昔 ㈹
これを中間状 態に+t一 の両方にっいて和を とるならば1≠1の 場合にはg依 存性 はあ らわれ
ないが,∠=・ の場合・は(3.36)と 同徽 形で 。・、2qが あ らわ摘.し たがっ て,こ
π
の不定性は固有値の停留値性に よって取除 くことが 出来 る。即わちg=0,g=す であ る。
だ
上 で礁 翻 状 態は+モ ードとしたか ら ・9・o・・… θ ・q==lj'1・・i・θモー ド・・対応
す る。 この様 にしてd=1の 場合 は傾斜変形によっ て縮退が とれる。従つて又(3・36)(3・37)
・お・・てq-・ ・9・-9・ おいたもの・・c・・θ ・… θモー ・の回獺 失1・・寸応 ・ ・当然
sinθ モ ー ドの方 が回折損失が少 ないことがわか る。sinモ ー ドは鏡 の傾斜方向に対 し直
角な方向に振巾最大な方向を もっているか ら傾斜変形に よる摂動の うけ方が少な く,し たがつ
て回折損失 も少 な くなることは直観 的にも予想 できることであ る。
§5.2球 面変 形
この場合 には(3.27)に よって,1もHも1に 関し対角 であるか ら(3.11)に おいて変
形 の1次 の項即 わち第2項 は0で ない。 したがつて変形 の2次 の項 を無視 し,こ の項 のみを評
価す る。当然損 失の変化 は変形に比例 し,し か も変形の正負,即 わち球面 の曲率 の正負に応 じ
て損失の変化 も符号 を変 える。(3・17)(3・27)を(3・11)の 第2項 に代入すれば
躍 一・
(ωππム)・聯 舞
一・荒 α2%㈹高 綜 し、綜 〕・
,.,f3
一…・×・・一・晶 幅 回㍉轟 ・











α:半 径,L:軸 長,え:波 長,D:傾 斜 勾配
(3.40)
の形にまとめ られ る。Alm.Blmは モー ド(1.m)茜 こ依存する数 であつ て,表3.1に示 さ
れ ・.㌔ 畷 形のない駒 損失 δ己愉 応す・もので既に第 ・章において求めたものであ
るが嘩 上再 鵬 げる・Blmは(3・32)～(3・37)の和を電子計算機KDC-1`こよっ
て求めたもの である。和 は十分速 く収束す ることを確認 してい る。Bessel函 数 の根に よつ
てあ らわ されたそれ らの級数の和 の数値を附録3・5にまとめて示す。
1＼㌃








































(上段 ・4,下段B,又/=1で は縮退が とれて
Bが分裂す る。左下sinモード,右下cosモード)
(3.40)を 変 形1〈を パ ラ メ タ と し てNに 対 し プ ロ ツ トし た もの を 図3・4・1～図3・4・4に示 す 。
各 々量 子 数 ♂が 一 定 の モ ー ドに つ い て ま とめ ら れ て い る。 図3.5.1～図3.5.3はKに 対 し て プ




























sinモ ー ド の み
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一 ・～ 一一 ・(3,3)
1〈:変形 パ ラ メ タ
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一 一一 一・一 一一(1
,3)
下 側sinモ ー ド
上 側COSモ 一ー ド
1
1σr2 κ
図3.5.2傾 斜 変 形 に対 す る 回 折 損 失 の 変 化
(!==1モ ー ドの 損 失 の 傾 斜 変 形

























傾 斜 変 形 に対 す る回 折 損 失 の変 化
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の形に書かれ る。CIMは モー ド(!・m)に 依 存す る数 であつて表3・2にその計算値を示す。
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・の表か ら明 らか なことはClmの 値が殆ん どモー ド(1,m)に 依 らずほ ・t・-3②一定
値をもつていることである。結果か ら判断すればこれは偶然 ではな く物理 的な理 由があ ると考
えられるが現在の ところ明 らかではない。(3.41)はK〈0の 場合つ まり内側に凸の変形の
場合には損失が増加 することを示している。(3.41)を(0,0)モ ー ド,(0,1)モ ー
ドに対 して第2項 即わ ち変形に より変化す る付加損失 δ(ガのみ を描 いたものが図3.6である。
球面変形に対 してはたといK=1/10で あつ てもこの変化分 は(3,41)の 第1項 の11}齎
程度である。したがって球面変形 は傾斜変形 ほど敏感 には損失 に寄与 しない。又逆 に云えば鏡
のわずか な凹変形 によって は損失を著 し く減少 させ るこ とは出来ない ことをも意味 してい る。
よく使用 され る共焦点球面の場合 にはt(=1Vが成立 し摂動法の適用範囲をは るかに越 えてお り
比較することは出来 ない。球面変 形に対 す る回折娯失 の解析は現在 のところ この方法 によるも
のが唯一 のものであり,(3.41)と 比較す るものは得 られていない。
1
§7考 察
〔A〕δ4の 表式の 適用 範囲





























































































図3.6球 面 変 形 に よ る 回 折 損 失 の 変 化 分 δ乞
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巾展開の形で与えられてい るが ・Fresnel数Nも 変形項 にあらわれて いるか らどの範囲の
κおよび押の値に対 して成立するかを評価す る必要がある。そ のために はδdの 近似式 につづ
くべ き次の補正項 を評価 しなけれ ばな らない。 δ(れまこbiでは(3・14)に よつ て/の 対角行
列要素 ノ。。の虚部 として与えてお り ・したがって当然 ノに関 しては 工次であ り ・又(3」1)
の表 式ではHに 関 して2次 までの展開力S与えられている・/00で与え られない補正項 としては
輻射 ・よる2躯 動項 として1に 関し2次 の ものが考 えられ るが ・1は(3・19)で 与 え られ
るように1V-7に比例 してお り,し たがって十分大 きい2Vに対 して は1の2次 の項 は1次 の項
に対して考慮す る必要 はない。(3.11)で 与 えられ る形 の展開式 におい て,変 形の摂動行列
ffの具体 的な形は傾斜変形の場合 は(3.23)で,球 面変形 の場合は(3.27)で 与え られ る
がいずれ もκ/λL・・H例 ・ ・した・・って(・」 ・)の騒 騰 にあ らわれ る〃 ω1一ω2の
齢 歪κ・2/λL一 κIVに比例 す・・ そ轍(・ …)・ ・お・・てhこ 関 ・てあ ・われ ・因子
N2を くくり出すならば,こ の摂動級数 は一一reにKIVの巾級数 になつてい る。傾斜変形のあ
る場合の損失δ嬢 一般に変燃 の蝉 数である・とは容易にわかるか ら・(・…)に 醒
く第3項 は1V「「(1〈'IV)4..1〈4Ar7に比例 する。第2項 に対 して この項が 無視出来 るために
は(・〈IV)2《・である・とが必要であり,し たがっ てr〈IVく・が嬢 である とす ること、咄
来 る・同様 な理 由に よつて球面変形のあ る場合 の損失 δ己の表式(3.41)に おいて も1〈Ai《
1であることが必要 であ る。いずれの場合においても1Vは十分大 きい ことが必要なの は云 うま
でもない。
以上の考察か ら変形のある場合の損失の近似式(3・40)(3 .41)に おい ては適 用範囲は
粗 く云つ てKAfく1内になければな らない。 したがって図3.4～図3.6などにおいてはKIV.,
1の範囲 までを示したが ・1〈「v==1の近傍では δdの 近似度 はおちるもの とみなすべ きである
。
〔B〕変形によるQの低下
理納 には・理想的坪 行緬 鋤 らなるF・b・yP…t嫉 器であれば
,(2.62)
(2・63)又}・図2・7・図 ・・9からみられる様・F・e…1烈 さえ大 きくえらぶならば、、
くらでもρの大きい ・又は搬 δ4の小さv・共嬬 をつくる・とが出来 る
.常謝 に}。そのよ
うに臆 に高いρをもっ蛾 系を徽 することは実現騰 であると思われるが
,その困難さの
舳 の『っはこ・で取扱つた緬 の変形である・糊 したように鵬 変形が存在するとごく僅
かな襯 たとえ腋 形距離にして1/… 波長醸 であつてもκ猷 き嘲 合、.は搬 δdは
簸 形の場合の損失δ轟 ら大きくはずれてきて ,いく・でも高いQを もっ ・,な。。b.y
一54_一
Perot共振 器を実現 することが非常に困難である とい うことが図3-4ないし図3.5からよく
理解できる。また逆 に云えば共振器の寸法や反射率が定め られ るならば.共 振系を構成す る際
に許容 される鏡面の平行度を これ らの結果 を利 用して見積 ることが可能で ある。
〔C)損失最小モー ドの地図
鏡面 の平行度の調整 の仕方 に よっては,発 振 モー ドの変わ ることがあることが報告 されてい
る。発振が 最小損失 のモ ードで実現 されてい ると考えられるか ら,平 行度がわ るくなるにっれ
て他のモー ドの損失が最小 にな るためであると推察 され る。平行円型平面鏡FabryPerot
共振器に対 してはこのことは定量的 に上記 の解析結果によって裏書 きされ る。一定の亙つ まり
一定の共振器に対 して傾斜が大 きくなると損失 も増大 するが,そ れにっれて各モー ドの損失の
大 きさの順が入 れかわ る可能性があ る。傾斜変形の場合の回折損失(3.40)の 適用範囲内に
おいて,あ るN,Kの 値に対して最1Jxの損失を与 えるモー ドは決 まる。図3.4.1又は図3・4.2
を他の図 と比較す る とわか るように,変 形が増大 すると最低損失のモー ドは(0・0)→(1,0)
一(1,1)と 移行 する。したがって上 の適用範囲 内においてIV--K図上 に損失最小 モー ドに対
す る地図を描 くことが出来 る。 これを損失最小モー ドの地図 と呼ぶ ことにす る。2つ のモー ド










である。即わち地図の境界線 は1〈一「v図上 で双曲線を描 く。 しか も異 なる境界線 は決して交わ
らな ・・か ら ・あるκ。・A「。でそのモー ドカ・撒 最 小であれば κAT-1(。IVOなるκ ・A「に対 して
も常 にそのモー ドが損失最小であることがわか る。図3・7はそのモー ド地図を(3.42)に よ
つて対数 グラフ上 に示した ものである。(3・42)の 右辺の常数は表3・1から求め られる。















































































図3.7損 失 最 小 モ ー ド の 地 図
_56_
0・73<κIVく1・9(1,1)モ ー ド
等 とな るが'こ の節のは じめにのべた(3・40)の 適用範囲を考慮 するならばKIV〈1である
ことが必要であ り・したがつて上の領域は(1,1)モ ー ド以上に対 しては正確ではな くな る。
KIV>1の領域 では円筒座標に基づいた モー ドの結合 ではよくあらわ されえ ない複雑な状態で
あろうと相像 され る。又図3・4・2からわか るように一定の変形 に対 し,Kの 大 きいところでは
損失最小 モー ドの損失は1Vの値 にもモー ドにも依 存せず ほy一 定である。これは図3.4.2で明
らかな如 くその近傍ではδ(孟が押に関 し極小値を とつてい るからであ り,又 その値がモ ードに




となる.こ のκ2の 前の常姻 数を表3.・よ 球 めれば(・,・),(・,・)モ ー ドに文Sしそれ
ぞれ3・46・3・40,と ほY一 定 となっている。損失最小 モー ド地図,図3.7の 右側 に付した
尺度は(3・43)をKに 対 して目盛 つた ものである。一方KAiの値 の小 さい領域では(0,0)
モー ドが損失最小であるが,こ の時 は当然損失は δ(オ0に等 しく押のみの函数 とな る。図3.7の
下側に付した膿 は 躍 をA・・c対して縢 つた ものであ り.モ ーF地 図上の韓}・ これ ら2っ
の尺度をっな ぐ等損失線を示 したものである。 このモー ド地図に よつて共振器の寸法 と平行度
がわかれ ば発振 モー ドの種 類 とその損失 δ♂の値 とを読む ことが出来 る。
〔D〕FOX,Liの 数値計算 との比較
入射波が平面波の垂直入射に近い場合の散'乱では,鏡 面の微小変形は対応する位相分 布を鏡
面上に付加す ることと近似的に等価 である。 §1で のべた ようにFox・Liは このことを利
用して無限長平面ス}yツ プ間 のFabryPerot共 振の傾斜変形に対す る効果 を計算機に
よるシ ミユレーシヨンによって取扱 つたS21彼等の無限長平面 ス トリップに対す る数値結果を
正方形平面鏡に換算 し直した ものを図3.8に示 し,同 時に円形平行平面鏡の対応するモー ドに
対 する(3.40)の 結果を も示 した。共振器の形状 に多少の差はあつて も,損 失の数値,傾 向
はかな りよ く合 っている。(3・40)はA》1(例 えば1V>5)に対する近似 であり,又 δ4
もあま り大 きしないことが必要 であ る。Fox・Liの 計算においては鏡面が双方 とも変形 し
ているので,(3.40)のKと しては比較 にさいし2倍 した ものととらね ばな らず ・したがっ
て δ(オの増加分 δαダは4倍 して比較する必要が ある。図3・8ではその点を考慮 している。












図3.8Fox,Liの 無 限 長 ス5リ ッ プ に対 す る

















































細 線:FOX,Li,無 限 長 ス トリップ
1 10
図3.9FoxLiの 数 値 計 算 との 傾 斜 変 形 に よ る
損 失 増 加 分 δd'の比 較
八 102
モード・アい砒 較 して・・る・鏡の形状に円と方 形の差異 麟 つても翫 対 する 配 砿 艦
即わ ち1ゾ7に比例すること,お よびKに 対 する依存性即わ ちK2に 比例 することとはよ く合 っ
ている。1Vに対 する依存性 ではFox,Liの 場合A「の大 きいところまでまが つているがFox,
Liの 計算ではNの 大 きいところでは計算 の信用慶がおち ると同時 に.一 方(3,40)で は
KIV〈1でなければならな いか ら,同 様にKIV=1に近 いところで信 用度 がおちているための
不一致であろ うと考え られ る。
球面変形に対する損失の式(3.41)は 現在の ところ比較すべき他の結果 は発表 されていな
い。Fox,Liに よるシ ミユ レーシヨンは 〔0,0〕 と 〔1,0〕 の形 のモ ー ドに対 して行
なわれたが ・これは各パ ラメタ にっ き各点毎 に反復計算 を行 なう ものである。 これに対 し,上
に求めた(3・40)・(3・41)は各モー ドについて!VおよびKに 対 する依存性が簡単な形で代
数式 として与えられ ている点非常に有利 であると考 えられ る。
§8境 界条件の摂動の取扱 いの別法
この節では §2で 用いた変形を うけた
閉空胴の固有函数に対 す る近 似式(3.9)
を別 のヵ法によつて導 び く。 したが つて
順序 としては§2で のべるべきものであ
るが,そ れ 自身内容的 に独立 しているこ
と,お よび上記のFabryPerot共
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図3・10共 振 器 の 変 形 部 分
ち境界条件の踊 をうけ腔 胴の固有函数を求め・に際・
,(・・)で与えられ。固有値方程
式埴 搬 動論の結果を利用・た・・の考肪 ・矧 に境界条件そあもの帳 動か、直接に摂
動をうけた波動函数を近似的に導びく・とは ・・ばしば導囎 あ・い瞼 属板による散乱の問
題において取扱われている80)81払今幌 にその様な方輪 用 、て得 、
れ。結果 、上記の
固有鯛 題の踊 論の結果・がどの様に噸 す・・輔 べ・・とは鰍 があ。.なぜな、ぱ固
髄 問題の聯 の展開形式腔 ・同内における自乗平均収勅 鰍
でな、れてい、のであ,,







一 籍1峯 ・一 ・(・
。上)(・.45)
一 盤 一 押・・radU
O-・(・ 上)(・.46)
とな る。こSでNは σに対す る法線ペ ク トルであつてその成分は
〃 一 畿1一 青(一・+・(ε2)・・fr+・(ε3)・・4+・(ε3))
(3.47)
一+・ ・fr・+蓼,弄 一・÷ ・(∫ノ+賃)+… …(・ ・48)
であらわされる.・Yにfの 添字はfの偏微分係数をあらわい 又・(ε2)などは微小量 ・の
次数に対応す る項 を意味する記号である。UOを
U。-U。+・U'+ε2U'+… …(…)
の様に領域 グの 中で展開 し,更 に各項 をZ=Oの 近傍では






の様に展開す る。U'等 も同様 である。上のUeの 展開 では固有函数鉱OがZの 函数 としては
Z=0に 関 し偶函数 であ ることを用いている。(3・50)を(3・49)に 代入 し(3-44)を










・ol・ついての境界条件を用い(3・52)と(3・47)(3・48)・ ・よってペ ク ト・レの直交条
件(3.46)を ・の2次 まで、・ついて各巾・書1ナば,ε0の 項 はあらわれず
ε1:一農'+∫嶺)+愕 罐 艶 一 ・(3・53)
・・,一(艦 。惣)+弄 鰐'+綴1-・(・ ・54)
がえられ る.ε3以 上 は多蝿 雑・・なる.(・ ・53)は ・次の摂躯 数 ぴ の・。上 の・Pわち
Z==O上の値をUOの 項であらわ してい る。したがって空胴領域VtこGreenの定理 を適用 し
て空胴内のU,を 求め ることが出来 る。考えて いる問題 では空胴内部 のGreen函 数を用いる










0・(・1め欝 ・一,9。謡 海 ・(・り∂弩10)da
一累
。器 い(・ う{一磯+増+傷 ・}`・
(3.56)
がえ られ る。 これが(3・49)の 第2項 を与える。一方(3.8)で 定義 された変形の行列要素
の うちHvOは
Hv。≡い 撫 ・一{・ ・v・N・・ad・。a・
一躯(・)+・ ・∫・窒+…){・ げ 窒+瑠 嬬 〉
+・(ε3)}c・ ・
==・い{一 ∫箒0+階0+織0}己 ・+・(・)(・ .57)
と計算 される。 これを(3.9)の 第2項,即 わち1次 摂 動項
。薪 筆
に代入 した もの と上 の(3・56)を(3・49)の 第2項 に用いたものとを比較す るならば,こ
れ らは0(ε2)の項 まで完全に一致す ることがわか る。即わ ち変形 の1次 の項 までは二っの方
法は一致 してい る。





一凄o孝 舞 猪 μ(・り{イ膿+瑠 嬬}Cla




す ≠撫 轟 い(・'){イ窒+聯 鶴}面
更に(3・57)を 再 び考慮 すれば この右辺の積分 はHavと 書け るか ら
一毒0轟 毒。綺 ㈹
とな る。 これが(3.49)の 第3項 を与える。 これは摂動論の公式(3.9)の 第3項 の うちの
2重和の部分 に一致す る。1重 和の部分 はあらわれていない。後者 の部分 は§5で 示 した様に
本章の問題 では寄与が0に なる。
次に σ上S型 境界 の場合 を取扱 う。 この時Ueな らびにUvは(3・4)の 境界条件 をみたす
もの とする。 この場合 は上 のS'型 の場合 よりも簡単 に計算す ることが出来 る。(3.49)に
対応 して
・ 。-UO+・U'+ε2U〃+・ … 一・
お よ び(3.50)に 対 応 し てZニ0の 近 傍 で
U。一 ・ 警差0+課 鷺・+……





であるか ら(3.59)に(3・60)等 の展開式を代入 して(3・61)の境界条件 をあ らわし,
各 εの巾にっいて記述すれば(3・53)(3.54)に 対応 して
ε1:U'+f∂ き圭(0)一 ・(・ .62)
?
??
・2・ ぴ生 プ響 一 ・(・ .63)
がえ られ ・・ ε3趾 は多頻 数・鞠 ・す る.・,een函 数、.は(・.・5)の 形を用、、るが,
今の場合ILvはσ0上S型 境界条件 を満たすもの であ る。 したがっ てGreen函数 も同 じ境界
ゆ
条件を満たす 。(3・56)に 対応 して(3.62)を 用いれば
_64_一
u'(・)一べ 響i・'(・')面
一画 謬 鉱 饗 惣 ∫面 (3.64)
が えられ る。 これが(3・59)の 第2項 を与える。一方(3.7)で 定義 された変形の行列要素
は
馬 ・・「ρ 畿 面 一 義{∫ 讐+・(ε3)}{一留+・ ぜ)}面
と書 くことが出来 るか ら,こ れを(3。9)の1次 摂動項 に代入 したもの と(3・64)を(3・59)
の第2項 に用いた ものを比較すれば,こ れ らは0(ε2)ま では_致 してい ることがわかる。即
わちこの場合 も二つの方法 は変形の1次 の項に関 しては一致す る。2次 の効果 も(3.63)か
ら全 く同 じように求め られ る。(3・62)(3・63)が 全 く同形であることを利 用すれば結局
5'型 の場合 と同 じ結論,即 わ ち公式(3・9)の2次 摂動の項 のうち2重 和の部分 は一致 し,
1重和 の部分はあらわれ ない こと,が えられる。
以上 に よってS型,5'型,い ずれ の場合 も摂動に対す る2っ の取扱いはかな りよく一致す
ることが示 された。2次 の効果 に対す る両者の部分的な不一致 は今 のところ明 らかではないが,
次の理由が考え られ る。本節の取扱いでは境界条件 のみか ら場の摂動を導 びいたが,固 有周波
数の変化は近似的 に無視 出来 るもの とした。したがっ て本節の取扱いで周波数変化を考慮すれ
ば2次 摂動 の1重 和の部分 はあらわれ得 るのではないか と期待 される。しか しいずれに しても
空胴の境界 の形が変化 した 、めに生ず る摂動の高次 の項の計算 には,場 の固有函数による展開
の収束の問題が関連 し,収 束の改善法を考察 しなけれ ばな らないので取扱いには注意が必要 で
ある201
_-65一



















励振問題 というより一般的な見地から従来の自由振動の理論の考察 ,批判を行ない,正 しく励
振問題を定式化することを試みる。
第1章 §2ではFabryPerot共振器の研究を年代順に概観した。FabryPerot






かな り固定 しているために種 々の変形 した問題への適用は困難であ り,特 に内部の場 に対する
描像が欠 けてい るために励振 に対する定式化も困難 である。導波管像 はVainshteiilによ
るものであつてFabryPerot共 振を2枚 の鏡面閥の遮断状態に近 い導波管波が開口面で
反射されて生ずる導波 管共振 とみなすものであ る。VainshteinはWiener-Hopf法
で求め られ た開口面に よる導波管波の反射係数を利 用して共振モー ドの回折損失を求め,FOX
Liの 数値計算 とよく一致す る式 を得ている。 この取扱 い自体 は自由振動モー ド以外の問題に
は適 さないが,FoxLiの 結果 とよく一致することは描像の正 しさを裏付けている。空胴共
振像 は第2章,第3章 で取扱った ものであつて,0次 近似に空胴共振像 を採 り開日 よりの輻射
を摂動 とみなす ものである。これは描像が簡単で あって第3章 のよ うに鏡面変形の問題 などを
容易 に取扱 い うる利点を もっがt一 方 第2章 でみた様に自由振 動モー ドの0次 近似 として採 る
べ き閉空胴 固有函数 の境界条件 を前 もって定義すべき指針 がないという欠点をもってい る。導
























































る鏡面変形の場合の結果の再確認 と修正 とを行な う。本論文においてはFabryPerot共
振器の自由振動モー ドを主題としているので,励振問題の結果に立入らないことにする。
§2基 礎方程式
§1で 述べたような描像に基づいて平 行円板型FabryPerot共 振器の励振 の問題 をス




図4・2平 行 円 板 型FabryPerot共 振 器
共振 器の構造 は図4.2の
ような平行円板型 とし,側
面Sは 開 いており,σ は鏡




に よ り励振 するもの と考え
る。解析は便宜上 スカラー
で行な う。電磁場 としてのペク トル との対応を与えていないので励振源 としての境界値 あるい
は源点(source)の 空聞的な分布を電 流分布,電 荷分 布などと呼ぶ ことは正 し くないが.
スカラー波動の理論ではその様な適当な呼称が ないので仮にそ の様`こ呼 ぶことにす る。 §1で
述べたその他 の種々の励振方式 はこ、に述 べられ る方法をい くらか修正する ことによつて解析
す ることが 出来 る。簡単のために5と σとで囲 まれ る領域 を共振器の内部 ・領域 の外側 を外部
_69_
と呼ぶことにす る。内 ・外部は自由空聞 として取扱 うが,内 部が媒質で満た され ている場合 に
も理 論の適用は可能 であ る。
FabryPerot共 振 器の励振問題の一っ の型を境界値問題 として次の形 に設 定す る。其
他の種々の励振問題はこれを基 にして定式化す ることが出来 る。
境界値問題:ス カラー波動函数g(X)に 対するHelmholtz波動方程式(C==1の
単位系)
▽2q(X)+ω2ρ(X)一 ・ ・(4・ ・)
において,完 全反射面の境界条件 は内外部共に
ρ(X)=O,X:鏡 面上(42)
とする。その時内部側鏡面σ上 の電流分布に よる励振 は,鏡 面 σ上 の一部分 にお いて(4・2)
の代 りに
9(X)=90(X)X:鏡 面 の一部(43)
なる境界値 をとり,か っ外部無限遠方 において輻射条件を満足す る(4.1)の解 を見出す こと
である。 辱
5お よびσ上 の法線方向 を図4・2の様 にとることにす る。又∫上 の場 の値 ρお よび法線微分
の値opが 知、れてい。もの、す。.外部お。び内部の場に対しG,een醐 の方法を適用す
9n
る。Green函数 は非斉次波 動方程式(2.10)を 満足 する。
内部の場:内 部において は鏡面内側Z=0,Z=・Lで(4.2)と 同 じ境界条件
C(xlX')=O,X又 はX':σ 上(4 .4)




+4〔 ・α採')響 一∂盤;xり9(・り〕Cl・ (45)
とあらわ され る。
外部の場:上 と同様に外部の場ge(X)も書くことが出来る。励振は鏡面の内部側から
行なつており,しかも実際適用する場合は波長RがLに 比し十分短か く,内部の場 も主として
Z方向の定在波か らなっているから,鏡面の外側っまり裏面には殆んど場はまわりこまない。
それ故
・響) 一 ・X・ 鏡面の裏面 ㈹
と仮定で きる。 したがってg.(X)に は鏡の裏面の効果 はないか ら外場 はSよ りの輻射波のみ
をあ らわ していると考えてよく,外 部では自由空間のGreen函 数H(xlxi)を用い るのが適
当 である。この章 および以 ドでは2種 類のGreen函 数を使用するの で混同をさけるために外
部の 自由空間 のGreen函数をH(X・iX')であらわし ・(4・4)の内部のGreen函 数C(XiX')
と区別する。図4・3のS,S'の 形成 する円筒面 ではGreenの 定理を適用する時ssの 寄与
は無視することが 出来,更 に輻射条件 によって無限遠方 の寄与 は消えるか ら,円 筒外部の場 は
結局
卿 一 一4〔H(・1・う ∂器)一 ∂98YXIX2,α')」dS(4・)
に よっ て与え られ る。




図4.3積 分 面 の 定 義
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つて 瀕 域を3つにわけ,s'と・'との作 る半円筒内における腸 も考察すればよい・又囎
な.とを云え趾 、.設定。た堺 直贈 … 緬 ・に対す麟 条件(・dg・・・・・・・…)84)
も必要であるが,轍 っている問題では鏡の裏面の嫉 を鞭 して(4・7)を採つてv'るので
そのような条件なしに議論を進めることが出来 る。
(・.5)(・.・)の耀 臆 味をのべる・(…)は 内部の励 平行平酵 灘 内の波 とし
て考えることを意味するので,内部の観察者にとっては場は電流源から発生した伝播波 と ・そ
れによっ燗 晒S醗 生した等価蝿 荷 庵 流分布による波をあらわしており ・『方外部の
観察者にとっては.ee・面S上に分布した等励 電荷'tt"流分布による輻射波のみヵ」らなって
いるように見えることを示している。
連続条件:内,外 部 の場 はS上 でなめらカ・にっ ながつて いなけれ ばな らな レ・・即わ 腸
の振巾 とS面 におけ る法線微係数 とがS上 で連続 であることが要求 され る。
γ=・aにおけ るS上 において ヤ








となる。 こsでS面 上の積 分はX'にっいてTl=aと おいて とられ るaa±0等 はGreen函
数のX=X'に おけ る特異性 を考慮 してγ→ αの極限の と り方を意味 した ものである・
一一72_
議雛 聯 瀦 藩鐵灘 黙 二1這灘 嬬
・・考え・れ・・即わち ・開・面上にお・… 種の騒 御 器 あ・いは等蹴 電荷 ・
電 流分布に対する方程式で ある。 この2種 の境界値函数が知 られれ ば,(4.5)(4.7)に よ
っ て内,外 部の場 を求める ことが出来 る。
Green函数 二 境界条件(4.4)を 満足する内部 のGreen函数の円筒表示は既に第2
章 §4・2で準備 したものであつて ・それは(2・36)に 加法定理 を適用 して得 られる。すなわ
ち,
㈱ 一 緒 …(π歪Z)…(¥ZZ')、罫 ・ノ〆・吃)∬鰐)c…(eg・)
(γ'〉 γ,O。 〈.Z,ガ 《L)(4・11)





とおいている。γ'〈γの場合 は(4・11)で γ とγ1とを交換 した ものである。 このGreen
函数は,無 限平行平 面導波管 の円筒波 伝播を記 述するものである。
外部 における自由空間のGreen函 数H(XIX')の円筒表示 には既に第2章 で使 用したものを
用いる。即わちそれ は(2,33)に 加法定理 を適用 した ものであつて
H(・1・う一謡 ・1・…(θ 一θう御 〆癬 ・)Hl①(・mo・k>…k(・-zb
(γ'〉γ)(4ユ4)
で与え られ る。γ'くTの 場合 には(4・14)で γ とrJとを交換した ものであ る。以下において
、第 ・細 。nk。1函数 しか あ らわれないので∬!')は〃、 と曜 する・
基礎方程式:連 立積分方程式(4・9)(4・10)を 次のように無限次元 の非斉次連立ペク
}ル方程式 に書 き換え,そ れ を基礎方程式 と呼ぶことにす る。







・ ・で ・吉1,嬬(n=・,・,一 ・・./=・,・,・ ・ … 一ウ はF…i・ ・係 数 で あ り,
+,一 は{}の 中のcoslθ,sinlθ の項 にそれぞれ対応する。
(4・15)(4.16)をGreen函数の円筒表示(4.11)(4・14)と 共に連続条件(4.9)
(4.10)に代入 し,表 面積分 のさいにあらわれ る積分に対 し(2・41)(2.42)等 の関係
を恥 て盤 すれば ・(4・)(・…)の 連立積分耀 式 は・組のF・u・i・・係数{a青t}・
{塙}に 対する次の無限次元の連立ペクト妨 程式に儲 する。これを以下・おいて蕨 問
題の基礎方程式と名づける。
ノ1(A。)Hl(An)α吉r濯 。ノ1(A。)瑞(Are)b吉i'
剛 覆 κ1ガ ・:・「:ilj・1。'b:'t}一2εlrvHt(A。)fnl・
綴 鳩灘 臨 爾/






はFresnel数 であ り,(4.17)の 右辺の
癖 藷2π`%〆 π。釜){謡1}9。(・,θ励 己θ(・.・9)














〔(響)・ 一・・〕 〔(π乎)・ 一・2)(4'22)
(π一π'==偶数)
とあらわ され る。(4.22)は(2.42)に よつてn-nt=:奇 数の時は0と な り,し たがっ






以上}・よって励振 の問題は 庵 流分卿 。(γ・θ)が 与えられた時(4・・9)を 計算すれば
基礎方程式(4.17)の 右辺 の励振項 が定ま るか ら,基 礎方程式(4・17)を 解 くことに帰着
され る。
一 ・ 細 程式(4・17)を解・'て5蕨・}{bi,}が求めら襯 らば(415)
(4・16)は っ て開 ・面s上 にお1ナる9k一よび蕊 のw「 値 蜘 ら緩 ことにな る・ これが
わかれば(4.5)(4.7)に よつて内,外 部の場が計算 され る。特に興味のあるのは内部の場










第1項 は電 流分布90(γt・θう に より直接 に作 られ る平行平面導波管内の場であり ・これが
二っの積分に対応する和 にわかれ てい るのは,観 測点(γ,θ)の 内側(ゲ 〈γ)に 分 布す
る電流分布 と外側(γ'>r)に 分布するそれ との2つ の寄与か らな るため である。第2項 は















の実部Srで あえ られ る85～波動方程式(・,・)を 用いれ 、熔 易 、.示され るよう、こ











・・… 一 参(ω2卿 一▽9*・▽9)(4 .・)
が成立っ・一般に電力の流れ5rは保存されるが ・その虚部Siは保存されない。特に(4.26)
を共振器の内部の領域グにわたって積分するならば
・÷m㌍ 審 己・÷mダ 望4・(・28)
の関係が え られ る。 これは励振入力 であって鏡面 σを通 って流入する電力 と開口面Sを 通 って




X-±・・㌍ 勢 一毒阿 ψ静 ・富@2卿 一繭 の〃
(4.30)
の関係が えられ る。Xは 面 σにおける平均 した反作用すなわち リアクタンス電力 であ るが これ
は常に意味をもつわけではな い。
§呂 行列要素の計算
§3.ユ 行列 要 素
基礎方程式を解 く前に(4・20)で 定義 される行列要素を計算 しなければならない。 これは
(4・21)によって周波数 の函数であるが,励 振 問題では周波数を任意に変 化させ る必要が あ
るか ら.行 列要素 の周波数依存性を もあ らわに示す必要がある。
(4.20)の積分 にあ らわれる函数(4・22)は 次の様 に変形 される。
A2(・)=(ω ・)2--rc2(≧ ・)(・ ・3・)












であ るこ とを用いている。但 し右辺の近似で は(2・50)の 時 と同様にA/(ω α)
これは実際の レーザー共振器の場合はω α》1で あって(4.20)の 積分 はこの条件の範囲
内で粉 速 く収束するか らである.(・.・・)(・.32)で 議 さ擬 ∠2(・・),A。2は(ωの
の値 によっては正負の値を とる ことに注意す る。(4.20)の 積分における積分変数 κを(4.31)
によってAに 変えると(2・51)と 同様に積分領域はAの 偏角 に応 じて2部 分 にわか れて積 分
領域 は・《 ω物..・ な・・(4・33)で 用いた近似 を考慮すれ1・(ω ・)2± ・d2一ω ・で
あり,又 はじめの積分領域 の上限ω αは実質上◎oとして差支 えな い。1>が適 当に大 きい時(4.33)
の1nni(A)はAにっいて緩 く変化す る函数で あり.又 一方(4・20)の 積分 にあ らわれる
BeSsel函数 のArg(A)=0の 部分 は ノnnl(A)lc比して急激に振動す る函数であるか
ら,Bessel函 数に漸近展開を用いて積分する時振動部分 は平均値におきか えて十分正確 で
ある(第2章 図2・6参照)。 但 しこの近似 は!V～1の近傍お よびそれより小 さい押の値に対 し
ては正確ではない。この様に してBessel函 数および変形Besse1函 数 に漸近形83≧を用 い
て積分の近似 を行な うならば,行 列要素の積分(4・20)は 次 の様に書 直すことが出来 る。但
しn-nJ=奇 数の場合には0で ある。




















惰 一 ÷蛋 三碧 聯 …編 繭
+・÷鴛 劃;篶 亭・+・(1A2)〕遍∠
+乞÷諾 劃;彦 ξ碧 〔・+㌫〕μ∠
Nant一器イ.C(岩 夢;篶1・+h〕A・tri

















(2・54)に漸近形を用いたものと(4・34)(4・37)と を比ぺ るとわか る様にそれ らは対
簸 素κ侃,㌦ の4一 臨 にお`ナる値になっている.第2章では数値積分を行なつて積
分 値を求め たが本章ではそれ らを含む更 に一般 的な行列要素(4・34)～(4.37)の積分が実
行 出来 ることを示 し,そ れ らをFresnel積 分 に よつてあらわす。
§3.2Fresnel積 分 一1
本節 お よび次節で は積分(4・34)(4・37)を 求め るための数学公式を準備する。
定義:
・(t)・馬 α… ぬ(439)
・(t)・!翫 α… ぬ(4・ ・の
従つて又
・i(t)三絵 濫 で%2…tx2CIX(4…)
・'(の 三 霧 一 一/謡 傷2…tx2d・X(…)
こbiでS(t),e(t)等 はαの函数でもあるが,後 の便宜 のためにパ ラメタtの みを変数
として示 し,パ ラメタαはあらわに書か なか つた。
(1)s(t),o(t)はFresnel積 分の一つの変形になっ てい る。 よく使 われ る記
号8%書くならば
・(t)一、差 ・(/亨α),・(の 一 ゴぴ ・厚 α)(・43)
の よ う に あ らわ さ れ る 。
"(2)定 義 か ら明 ら か な よ う に
,次 の対 称 性 が あ る。
s(-t)=-s(t),o(-t)=o(t)
(4・44)s'(-t)=s'(t)o'( ・-t)=-el(t)
(3)sl(t),0'(t)はS(t)お よ びC(t)で あ ら わ す こ とが 出 来 る。 附 録4.1の
(A4・1)(A4.2)を 用 い れ ば
S・(t)・
V/,議 …tα ・読 ・(t)(4.、5)
・'(t)一/器 毒 …6α2÷(t)(4 .46)
(・)ta2《 ・に対 しては次の闘 式・・利用出来 ・.・ れ は脇(4 .39)一(、.、2)、こ
おいて被積分 函数の展開 を項別積分 して容易 に求め られ る。















券{..讐 弛 吻 一 ・(A・5-・(の(・53)
搾 響)d∠ 一 ・(・b+・(ゆ(・.54)
尚,以下においては・(功,・(ゆ などを鯨 ・。のように略記する・
証明:
・・。α2(4濯2)一 … α2考 ・C・・α2・2-… α2嶋 ・S・・α2ノ
… α2(∠」一め 一 … α2嬬 ・c・・α2ri2+… α2Ai・… α2・2





恥 。。、紳 ・)吻一落 ・墾 樗 ・・磨
_31-一
・な・.こ こで磯 ÷%㌦ ・ 鰯 す測 ・・53)(・54)を・る・
(7)次 の公 式 が 成 立 す る.但 し α2(A。-An');2π!(/-± ・ ・±2・ ・… ・う
i.4".て素 瓢 継}吻 ㍉ 茅≒{(・ガ ・n)一(s・・一 n・)}
(4.55)
証明 ・ α2(濠 ゆ 一・π である・とを用いて轟 分函数を部分頒 に分解 ・.
(4.53)を用いれば直ちに(4'55)が え られ る。
(8)(4・55)の 左辺でn・n・1に対 しては次の公式が 成立す る。
÷ ・C..1一誤 勢 ・ 一 α・(S・+・n)一卿(・ ・56)
証明 ・(・.53)の両辺を㌶ で微肘 れば
一t'{'..ト謡 ギ ノー)嵯{.Gα2si鶉熱 一
となる。こsで(4・54)を 用いれば(4.56)が えられる。
(9)次の公式が成立 する。





翻 ・ 上 はいず純 ∠2一染(・'-Z2)と 書 いて(・.53)(4.55)(・ .56)樋
用すればえ られ る。
(10)次 舩 式が戯 す る(但 しこ湘 まF・e・n・1積 分 とは関係が な.U・)。
÷-c..躊薯(篶:i-A・ZA+私..藷i等諜 鶉 如




÷端諜 影部 一暫撃禦 嘆讐端諾
一(dゾ癒 ・m{讐(AZ-r・S・)}一←D繁
となって(4・59)の 右辺が えられ る。こsで 文献86)P.262の積分公式 を用いた。
§3.4Fresnel積 分 で 表 わ した 行 列 要 素
前2小 節 で導 びいた公式を利用す るならば,行 列要素の積分(4.34)～(4.37)は すべ
てFresnel積 分であ らわす ことが出来 る。但 しn-n'・=奇 数の時 は行列要素 は0で ある。
(1)行列要素Kna'










κ脇 一 α2(Sn+・n)一(・覧一 ・み)+i{α2(S。一・。)+(卓 ・h)}・
(4・61)
展 開 式;(αA,,)2《 … お1ナる(・.6・)の 翻 式 は(・.47)～(・.・ ・)を 用 い れ ば
κ一 一 ∫霧 α・{2-(1-i
3)+鴇 α2∠認(・+の 一荒 α4・歪(・-i)一一}。
(4.62)
(2)行 列 要 素Lπ ガ ・Afrbn'
(4.35)(4.36)で 与 え ら れ た 積 分 は(4・55)(4・56)(4・59)(4・44)に よ
っ て 次 の 様 に 書 け る 。








{毎}一 ÷ 卜 α2(・・+・・)+(・ん一・h)}
午 イ ー ・ ÷{α ・(Sn-On)+(・㌔+・診}(…)
但 し右辺の¥は 左辺がLnnかMnnlC従って とるもの とする。
麟 式 ・(α ∠。)Z《 … お1ナる(・.64)膿 開式は(・.・7)～(・.・9)を 用 ・・て
{LπM
ππ}=手4房 α・{÷(・一・)+1,Ct・小+i)一 ゐ 藤 の一・一}
(4・65)
(3)行列要素「Vnnt
(4・37)で与え られ る積分 は(4・57)(4.58)に よつて
非対角要素(π ・≠π')
N_,㍉1、{4(・ バ ・。)一∠嘉(s。,-e。 、)}Ai,一Aπ
萄 三浸,{小 詰 ・・)一・診(SnS十Cnl)}㈹
対角要素(π=π')
IVnn・ α2A。2(S
n+・rz)一(・ 。一 ・n)-4(・ 乞一 ら)ご
÷i{α2・'(Sn-一・。)+(Sn+・n)+・ ぼ(sk+・h)}(…)
麟 式:(4・67)の(αA。)2《 … お1ナる展開式 は
r・n-∫霧 α{(・+の+÷ α24ぼ(・一一i)+誌 α・・げ(・+の+… …}
(4.68)
_84_一






























なわちFresne1数 が十分大 きい時にはFabryPerot共 振器の自由振動 モ。 ドは閉 じ
た空胴共振器 の固有函数で近 似され,か つ開 ロ面で ψ=oの 境界条件に近いとい うことも数
学的に立証され る。更 に空胴共振像によつて求めた損失は正 しい値の約半分であつたが((2・63)
(2.71)参照),そ の様な近似では何が欠けていたのか も明 らか にされ る。
こSで はまず無励振方程式の近似解法をのべる。実際の計算では回折損失,場 の分布 は1次
近似のみで取扱われ るが,そ れはその近似で十分結果が 一致 す るか らであ る。 §3に おいては
行列方程式の根 として複素周波数を求めそれか ら回折損失 と周波数変化を求め る。これは
V。i。、h,。i。46)の結果 とよ く_致 し,雛 的i。は小さいF。e、n。1数 領域(Nく5)
を除いてはFox・Liの 結果 と全 く一致す る。 §4で は場の分布・いわゆるモ ー ドパタ ーン
と位相分布を求める。これはよくFox,Liの 結果を再現す る。更に彼等の シ ミユ レーシヨ









+8N{青 μ ・彦α話一 君 鑑 ・'64}=o
(5.1)
こLで方程式は`・ ± に関・て分離して… か ら 端 ,城 鉱 ± の添字は省略
した。
(5・ユ)は{a・}{b・}に対す る連立徽 ペク ト・・耀 式であるか ら,すべての{。。}
{bn}は・でな・・解が存射 るため・こはnnは これ らの係数の作礁 限次行列方程式醐
こ











碓(ω ・)2-(π著 α)2cr・(5 .、)
の場合に最も近いようなモ ー ドnを考える。(5・2)か ら大 きくはずれ るようなモ ー ドの損失
は捕 に大きいと考えられる.そ撒 躍3が跳 。に近いような。に注目し,そ纏 。。と
と記す ことにす る。
以上のことを用いて(5・1)を 解 くことを教 る・注 目しているモー ドn。の振巾 α。。,
b・
。 がo次 の微小量とすれば・モ ー ド間の船 係数は ・次の微小量であるか ら{an}{b。}
π≠noも 又1次 であると考えられ る。したがつて αno,bnoの うける反作用は2次 で
ある。このことを利用 して(5.1)を 逐次近似により解 くことが出来る。
… 一 ・塊1
b・・一 ゐ差1)+・+bil)+… … ∫(5・3)
ll∴1鰍::::::n4・}(…)
とお く.e・ で α施 どの肩につ く ω,ω ド ー ・1・どは ・次,2次 … … の微小量臆 味






がえ られ る・ この係数の作砺 列式の働 ・%で あり・それ に対応 して α・。 ゆ 。。の跡












(…)は り(…)の 右辺は既知であるから・れをといて{♂身}{魂与 ・≠ ・。が定ま
る。2次の項を比較すれば
△・ω ・鴇一△、(・囎 一〔濯。!〆A。)ffl(A。)+・㌦ 暁 〕b£Z'
=-8骸
。唱 ・留+・楓 。ゐ・r閥

















但しこSで()は 〔7万()〕 農 雌。を意味す る・
(5・7)の右辺は(5・6)に よつて既知であり,こ れか ら瑠 およびArbS決定される.・
れにょって求め られ る補正がモ ー ド変換を考慮 した近似解を与える。(5.8)で与えられ る
△(A)は 頭の函数 として(5.7)を 解き難い形にしているか ら(5.8)は(A一 オo)の 巾
眼 開して(…)にmv・ る・と・S出来 る・ 巾の ・次までの展開鞭 うな ら・ま(・.7)・瑠,
(A--A。)の線型連立方程式であつて直 ち・球 め られ るが,(za-A・)2まで解こうとする
とい くらか複雑である。





の根を求めなけれ ばならない。(5.9)お よび以下この節では 遁o,πoを 便宜上単にA,π










した α2A2の 巾展開を用いることが出来る。 これ らを(5.ユ0)に 代入し,Besse1函 数
のL。mm。1公 式83)等を胤 ・てαの昇巾の順・整理すれ ば




となる。0(α3)は α3以 上の巾を含む頃を意味す る。




件 ψ(S)=・Oを 満たす ことを示 している。これ は第2章 の空胴理論iテおけ る0次 近似の仮
定,す なわち!Vが十分大きいときFabryPerot共 振は空胴共振像で近似できることの
数学的証明である。今まで用いてきた量子数1,nは 導波管モ ー ドを指定す るものであつた




とおいてBesse1函 数を 遁=Almの 近傍で展開して δを近似的に求めることが 出来る。
δを α2の次数の項・で求めることにす ・・その為には(…2)の{}の 中は 加4
伽 ・




=-O ・5793(・+り α+・・6689iα2+・(α3)(5 .・5)
が えられ ・・ α2の 項はわずかにモ ー ド(1,m)に 依存す ・・s,それ 撫 視す。.と にす。。
α3の 項はモ ー ド砿 存 し複雑である。
根Aを 複素平 面上tcプロツ トしたものを図5.1に示す。















































となる.第 ・項は平醸 共振に対応する噴 ごあ悌2鄭 開・概 である・
共振周波数の変化は
△ ω 一 等 ・ 一 α2墾 〔・+Re(・δ)〕(5・ ・7)
で与え 、れ。.右 辺第 噸 は空胴共撫 ドの平面波共振 ・・の周波数のずれに対応する
((2.75)参照).尚(5.・7)の △ωの定義・(・ ・8)あ るいは(2・64)の 定 義と}妙
し異なつてい。.第 ・章ては △ω は空月同娠 周波数 よりの押 とし碇 義されたが これ は
(5.17)の第2項 のみに対応す るものである。
回折損失 δdは(2・17)(2・20)1二対応 して
δ、一 一 ・Li,n(ω)=・・一 ・α2脇 ・m(・ δ+δ2)(5・'8)
で 与 え られ る 。(5.11)(5.15)に よ りFresnel数 ノVであ らわ せ ば
fid==5.202。・・一・脇 バ 号 一 ・54… ゼ2雌 ノ郡バ2
31
-5.・ ・2… 『2塩 バ7(・ 一一…489・ ・N'i)(5・19)
とな る。これ を図5.2に示す。
比 較 の 為 にV,i。 、h,。i。46)の 結 果 を(5.・9)の 形 に 書1ナば
δ戸 塩 」醤 協+、ア)・暑(ト 葦βM)・臨
一5.23。・ガ ・臨 バ 号(ト ・・93バ 号)
但 しB==O.S24,躍2=8π1V
(5.20)
であつて,(5.19)と(5.20)と は非常によく一致 して いる。 これ らは共 に開ロ面におけ
るモー ド変換即わちnoとnと の結合を無視 して得 られた結果である。これ らはFox・
Liの 数値計算の結果17)をもよく再現する。N〈5に なれ ばそ の様な モ_ド 変換の損失に対
す る効果も無視 出来ないので,そ のような補正を考慮すれば更によく一致す る可能性があるが,












































の回 折 損 失 δd
一 一『 一 (5.19)式























重難 をもつわけでもない ので,(5.・9)で 齪 す る・と1・す る・尚(5・19)の 第1項 の
みに対応す る種 々の蘇 の比較は既に第2章 §7で行つている・又・ δaの 議(5・18)は
損失のかなり大 きいところではFox,Liの 干渉計理論による定 義とずれ を生ずるので図52
ではその考慮を行つてプ ロソ トされている。
§4場 の 分 布




で与え られ る。1,± は一定として いるか ら和はπについてのみ とられ る。n=noの 項を
0次近似として取 出し,n≠noに ついては1次 近似で止めるならば
y・i(T・a・)一誓 即 。)謂。一 … 嘱)bE2)}ノ、(通。S){lllll}…(学z:




ヰ(A。)2+(n。 一 ・)・ α一・
(5.23)
(5.24)
場の分布・し編 べきものは 幽 、一 、。 であ・が灘 ㈱ ・大瀬 π。の
近働 みの和・して粉 速 く収束す・から・3紛 によつて出・竿 は和の中で常数として・
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ガ 、 、
曽 一 囲一一
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nel数 に 対 す




































































































































(5・22)で第1項 のみの近似,す なわちモ ー ド変換を考慮 しないな らば,そ の動径方 向の
場の分布は(5.23)を 用いて
〔9〕.・× ノ〆 蝪)cr」1(㌔ 老)伽 伽老 ノ1(rflmS)(5.25)
で与え られ るが,こ の複素数値 函数と しての場の分布の絶対値な らびに位相が対応す るモ ー ド
の相対振巾,相 対位相分布 である。この近似によるモ ー ドのパタンはVainshtein46)が
描いたものと一致す る。又更に(5・22)の 第2項,即 わちモ ー ド変換の効果も取入れ るなら
ばFox,Liか シ ミユ レーションで見出した様な場の分布に細かいリップルがあ らわれ る。
図5・3・1～4は(5・22)を上にのべた理由によつて単にZ部 分,角 部分を落として相対振巾,
相対位相の動径方向の分布を描 いたものであつて,(0,0)(1,0)(O,1)(2,0)
の4ケ のモー ドをFresne1数N=・S,10,20に 対 してそれぞれ示してい る。図の計
算・・お匠(5・22)の ・窺,ゐ(9)。・・脚)を 求め・際・は・・ず(5・・)の・次近似で
覗 司 とえ・んで遂次計勲 出発・せ・(・ ・)によつて 礪 を,(・ ・)によつて
瑠 頚 ・≠・・)を求めている.したがつて勅 られる場の分布では適 常の空胴の鵬
函数の規格化あるいはFox,Liの 様に場の振巾の最大値を1と す る規格化は行つていな
い。同様 に又相対位相も上の計算過程の結果として得 られたものであるが,Fox,Liで は
振巾最大の点での位相を0と 撰んでい る。勿論相対振 巾,相 対位相であるか ら後に比較を行 う
時には規格化を合わ している。
図5.3にあ らわれ る細かい リップルはFresne1数 が変わ ると移動又は変化す るが,こ れ
は基本モ ー ドか ら高次モ ー ドへの変換係数がNが 変わると変化 し,そ の結果沢山の高次モ ー ド
の干渉のために生ず るリツプルが移動又 は変化することを示 してい る。 これ らの リップルは2,
3の高次モ ー ドのみによつて主として生 じたのではな く非常に数多 くのモ ー ドが関与している
ことが計算の結果示され る。図5.3では38ケ のモー ドの和として計算 したものであるが周辺




δ、 一 ・.、・。・σ2臨 パ 号(5・26)
一一99一
と云う結果を得た。これは上に求めた(5.19)の 約半分であ り,正 確には後に示す様に(5.19)
の第1項 の8/3π 十8倍 になつてい る。(5.26)はN→ 。。におけ る閉空胴 の境界条件
ψ(5)==0を 仮定し,そ の固有函数を無摂動函数 とし開 ロよ りの輻射を摂動 として扱かつて
輻射損失を求めたものである。(5.13)に おいて示された ように,1V→。。におけ る境界条件
9(S)==Oが 数学的に正 しいにもかNわ らずその損失の近似が良 くないのは如何な る理 由
によるものかをこ 」で考察する。
空胴理論では0次 近似として境界面上で ψ(S)==Oな る固有函数 を採つているが,こ れ
±
は(4・15)で 云えば{b。1}一 ・ 壱・対応する・ したがつて(5・5)又 は(5・9)に 対応 し
て
ノZ(A)ffl(A)+8Nκ。n==O(5 .27)
な る方程式を考えることになる。Knnの αについての展開式(4 .62)および(5.11)の
関係を用いると
・1(A)el(A)+仔,f、(・ 一一・)α.=・(5 .28)









となつて(5・26)の 結SR・Sえ・れ ・・数字が少 ・異・のは(5.・・)を 求め。時、。fiv)た行
列要素の数値積分の誤差のためである。
躍 緊1期蹴欄濫1鷺鷲灘鱗繋
ρ 互 から生じているのであるカ・ ・の出所は(・…)か ・侮2塒 びく・きにLnn,
㌦ の卿 生じてい・のであ・・(5・・)の犠 行列式が(5.27)、近似的、。購 であ
一一100一
るためには(5・10)か ら明 らかなようにKnn》Lnnl}lnn/Nnn・ な らびに81V
Knn》Lnn/rVnn,Mnn/rVnn,Knn/Nnnで あることが必要である。しかしなが
ら行列要素の展開式(4・62)(4・65)(4・68)を 代入すれ ば・上のKnn/Nnnを の
ぞいてこれ らの項はすべて α に関 し同 じ次数の項であつて上の不等関係は満たされないこと
がわか る。この事実はLnn,Mnnを 無視す ることが許 されないことを意味す るが,こ れは
同騎 程式(5・・)において ・。 ・6。 間囎 ・・ あ・いは云いかえればli/i,9
間の結合が いかに 砺 又 は ρ が・」・さ くとも無視 しえないことを意味 してし・る・したがつてこ
れら2種 の境界値 の間の結合が無視 され ていたことが空胴理論における欠陥である,こ とが明
らかにされ た。
Bergstein,Schachter38)も干渉計像による積分方程式を,空 胴像に対応する周
辺で0値 をとる函数系によるFourier-Bessel展 開によつて解 き,ま さに(5.31)
の結果を導びいてい る((2.73)参 照)。 これ も同様な欠陥にもとず くものであることが明
らかである。
空胴理論において上にのべた結合を考慮することは次 の意味で難点がある。そこでは固有函
数 としては開 口面上でg==Oの 境界条件を満足す るものを使用 したが,そ の代 りに混合境界







ではなく完全な式を用いなければならないが,それは第4章 §3の κπガ,の 計算と同様に














回折損失 δ4に ついては既に図5.2で比較 されているが,モ ー ド変換を考慮 しない近似で
(5.19)を求めたにも拘 らず一致 は良好である。図5.4・1,2においては場の振巾分布ならび
に位相分布をFoxLiの シ ミユ レーシヨンの結果と図5.3・1,2の結果 とを比較する。 こ
NではN=10の 場合を選び,振 巾の最大値 および位相の零点を一致させてある。更にモ ー
ド変換を考慮 しない場合として(5.22)の 第1項 又(5.25)に よつて求めた位相な らびに
振巾分布 も同時に示 したが この項のみで場の分布の傾 向がかな りよくあ らわされていることが
わかる。本章の結果(5.22)か らは図5.4・1～4に示 したよ うに種 々のモ ー ドに対応するも
のが得 られ るが,Fox,Liは(o,o),(1,0)モ ー ドの2つ しか求めていない。恐
らく他のモ ードはシ ミユレーションによつては発見され なかつたのであろうと思われ る。それ
は!Vが 比較的小さくて しか も高次モ ー ドであれ ば,図5.2か らも明らかなように損 失がかな
り大きく、反復代入法によるシ ミユ レーシヨンでは一定 の共振 モー ドを見出す ことが難か しい
か らで ある。
図のtg=:10に対する比較は殆 んどよい一致を示している。シ ミユ レーシヨンではN・=
2・5・10の3つ の場合`・ついて求め られているが ,(5。22)に よつてN==2の 場合 を
計算すると分布にい くらか ずれがあ らわれ る。これ は第4章 §3で行つた行列要素の計算にお
いてN》1に 対する近似を行なつたNめ であつて,図5 .2の回折損失 のわずかの不一・致 と
同じ原因である。又振巾の絶対値が小 さい ところ,た とえば図5.4.2の(1.0)モ_ド の γ=O
の近傍では位相分布にいくらか差があ らわれてい る。一般に絶対値が小 さくな ると共に位相の
意義も減少す るが,位 相その ものの計算精度 もおちるか らである。(5.22)は(5.6)に よ
る1次 近似の計算でとめてい るが,更 に(5 .7)を解 いて2次 近似をも行えばよりよく一一致す


































































Fox,Liの シ ミユ レ ー シ ヨ ンに よ る









































































































.4・2Fox,Liの シ ミユ レ_シ ヨ ン







































































内部の場:Green函 数は(4・11)で 与えられ た変形しない面 σo上 で境界値0を
とるものを用いる。その時内部の場はGreenの 定理によつて
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となる.結 局,第 、章で連続条件(4.・)(・…)か ら雑 方程式(4」7)を 軸 する過
程、。お、、て 励顯 ・して(6.・)を用・・て行つた・考え・な ら1… 禰(4・19)で 麟 し
た励振強度を与え・ 端 として・(4.・9)の右辺の代り`こ
ψ轟一煮 隷 毒〔舞 ・(6・5)




一 ・N{±+一尋K ・冠 α物+;・Lnntゐ7z}・




無矛盾条件 ・ 変形瞭 面・上醐 る1霧 の値は未騰 であ・が・(6・)であ・
欝難 ゑ澤 瓢 器糠筆難1顯
呼ぶ ことにす る。即わち(6・2)か らσ上において
[親。一鷹1め 藷d・+fs〔∂G(8響 一a舞≠捧 ψ(加
(6.7)
が要求・れる・但し・ ・で即 騨 ・留・獣 ・(・ ・)の第・項の積分で・上の 夢
一一,犀'_
9の値 を(4・15)(4・16)の 展開を用い・更に(4・11)を 用いて積分すれ ば第2項 は
{・翻P訟 で書け・から,(6・・)は
サ
r瓢ヂ ～讐堕 〔舞 ・
+雛±{乾(磁一嘱(輔}〔 響 い ・)
ともあ らわされ る。







とき ・㌻ 乃ナは変形の ・次の微糧 ・すると 属 以外の 嚇 晴 等は・次
の微小量であると考え られ る。その時(6.8)に おいて1次 の項までを問題 にす るな らば,第
・項は ・次 第 ・項は ・次+・ 次の形であ・から・第 ・項噺 ・・おける際 〕
。として第
2項における0次 の項k…1を 代入 して(6・8)の右辺全体を{ak}{bk}の みであら
わ し,2次 以上の高次の項は無視することにすると(6.8)は












と書ける。第 噸 は変形1・ついて0次,ag2k・ 第3項 は 軟 の項である・こ ・で αi・bT
一・1G9一
および和に関してすべて ± の記号をおとしたが,これは後述す る理由によつて ± を固定し
て考えることが出来るからである。したがつて以下においても ± をすべて書かないことにす
る。
(・・)を(・ ・)に代入すると粉 ψん(碗)の 積分は
イ欄 。♂・一子{葛・・煽}脅 尉 ・




許 ・圏 ノ ・==-ll'L{ff・・t-一一A ibg}イ膿 〕。Cl・
+㍑
、{聯 婦 勢 ・〔静 〕。d・
+夢{κ… 一鯛 魏 響5隠 榊'
(k≠t)(6.11)
となるが冶碑2っ の型の麺 積分があらわれ・・囎 変形に対してそれらの概 ・獅
§3で計算されるが,結果を先に与えると
輿 器 ん'♂一 イ{勢知 ・碧一2π磨 α2D屈・(6.・2)
押 袴 浮iめ 響 げ),・1・ぬ2 穿2・4(η,πL)・△、、t
(6。13)
の 形 で あ る。f〈は 傾 斜 変 形 の パ ラ メ タ,D厩' ,△ 竸'は §3(6.22),(6.29)で 与 え
一11り 一
られ る積分である.D娩 ・はk'・・k± ・,又 △krcJ'はkgk,k±2の 時以外は … な
る。すなわちそれ ぞれ転移 則 △k… ±1,△k..O,±2を もつている。(6.12)(6.13)
を(6.10)(6・11)に 用いてこyで 必要とす る近似の範囲において各項を評価す る。
(6・10)の第1項 は(6・12)に よつ て0と な り,第2項 はk=1±1の みが残 る。(6.11)
の第 噸}畑LZ±i・ 時のみ ・でな く,第 ・項はk'・.k±・の時 したがってk'。=1±2,
1±3,… … の時のみ0で な い。(6.11)の 第3項 は(6。13)に よつてL==1±2の
時のみ0で ない。一方こxで 行 う近似では,(6・9)に おいてはKの1次 まで.し たがつて
(6・5)で与え られ る ψkで は2次 までしか問題に しないが・ψk(k==1±1)の2次 の
項は αk,bkに よつて(6・10)を 通 じてψZに κの3次 の項を寄与するからこれは不要
であり,又(6・12)(6・13)か ら明 らかなように(6.11)に おいてk=1±2と すれ
ば ・1±2・bl±2は κの2次 以上の項であ るか らこれ を考えることも不要である・














とす ることが出来,其 他のkに 対してはこの近似では0と お くことが出来 る。
以上を考慮すれ ば,こ の近似においては,t,1±1モ ー ドのみで閉 じた方程式系が得 られ
る。即ち(6.6)に おいて異な るnの 間の結合を無視 したものに(6・14)(6・15)を 代
入すれば
一111一















云 うまでもな く,更 に近似をあげ て変形Kに 関し4次 までを問題にす ることにするならば
1,J±1,1±2の モー ドに関して閉 じた方程式系を取扱 うことにな るであろう。又(4・17)
のように電流分布による励振項も付加えるな らば鏡 の傾斜 した場合の励振を取扱 うことも可能
であるが,そ の場合には一般にすべての1,n,± に対す る方程式を考えねばな らない。
(6・16)(6・17)を上の近似における鏡 面変形の場合の自由振動の基礎方程式と呼ぶこ
とにする。
±モー ドの分離:こyで(6.9)以 下(6.16)(6.17)に おいて ± を固定 した理 由
をのべる・±モ ー ドが耀 式で分離 していなければ鍵 耀 式ではat・bi・ ・k・bk
(・-1±1)はすぺて ヰ 弗 ・渉 ・婦 であっ・D… △"は 後に与え・(6・22)
-112一
(6.31)のように ± 間の結合を許すか ら,基 礎方程式(6.16)(6.17)の 右辺ではk
および1に ついての ± の和をとらねばならず,又 方程式は,十,一 問にも連立 して存在する




あるいは(3・21)で 定義されたモー ドの軸 と鏡 面の最大傾斜線 とのなす角gが ψ=0
であれ ば 十,一 モ ー ドつ まりcosモ ー ドとsinモ ー ドとの間の結合は0と なるので上の
連立方程式系は十,一 に 関して分離 し,解 くべ き特性行列方程式も因数分解 して次数が半減す
ることになる。一般にはg≠Oの 場合を取扱わねばならないが(6・23)の θkktの積
分の形か らもわか るように,モ ー ドの方を角gだ け回転させるな らばこれは ～P=Oと おい
た・とと購 であり・しかも暫 モードの帥 の回転融 ん㌔ 砺 謝 するユニタリ変
衡 したがつてこれは又ペク ト・・(αゐ十,α バ),(嬬 砿)に 対する購 的なユニ
タリ変換 と同等である。一般に特性行列式自身はユニタ リ変換では変化 しないから勿論特性根
も変化 しない。 したがつて一般に ψ≠0の 場合に もモ ー ドの方を9だ け回転させることに
よつて特性行列式は常に因数分解す ることがわかる。これははじめか らg・=Oと おいたこと
と同等であるか ら・常に9=Oで あつて ± モ ー ドは方程式において分離していると考える
ことがで きる。これが上で ± を固定 して考えた理由である。従つて+モ ー ドに対す る行列
方程式 と 一 モ ー ドに対す る行列方程式 とは異な ることが ありうる。この時には特性根が+
モー ドに対 して一般に異な る値 をとる。 これを ± モ ー ドの縮退がとれたと呼ぶ。後に見 られ
るように1=・1モ ー ドでは傾斜変形に よつてこの縮退がとれ る。 こSに のべた説明は固有値
問題における縮退 した摂動論において,ま ず無摂動状態 を摂動行列の対角化によつて定めるこ
とと全 く対応 している。
§3二 つの表面積分
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一搾 讐 ㌧(T ・θ)T・1・te(6・ ・9)
但し傾斜変形に対しては σ は
λ2Lγ
σ:Z('「 ・θ)=κiγ …(θ 『の 一 κπ一 π …(fi-9)(6…)
で与えられ る。こSにKは(3.24)と 同様最大変形距離の波長に対す る比 である。従がつ
て(6・19)は(6.4)を 用いると








である・θkl・"の積分はUk・ultの 組At.・せに よ礪 類が あり,・ れ は(・.22)に あ ら
一114-一 一
われるものと剛 積分であつて積分蜘 ま附錨 ・で与えられている.θ届 の値・ 座 妊 ・
ノ
でないかぎり0で あ る・又g==Oの 時には ± 間の積分,つ まりcoskθsinん ρ な
どの組合わせに対しても・になる・このことから積分 編'は 庭 左± ・に対してのみ求め
れ ばよい。必要な積分はIlktg=1±1で あつ て附録6・1において計算 される。結果 は次
式で与え られ る。
∬1





これも(6.19)の ように議論出来るが,第3章 §8の 様に被積分函数を σoの 近傍で
展開する方法で計算する。結果は同じである。Z==Oを 単に0で 示す。
押)ガ 雫)響 鰯 塾(∂c(。16呪∂。σ) ilfl(♀繍
(6.26)





で あ る か ら,(6.26)の 積 分 は
騰 ω㌔ ㏄ θ)4翻 ∂f/(o)"一一z(γ,θ')da.clae
(6.27)
　
となる。6(X}X)に(4・11)を 用い,(6.4)(6.20)を 代入 して積分を実行すれば
結局次の形にまとめ られ る。
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親 ∂0罧縣 磁 ・2π2κ2α4(π乙)2△…'
(6.28)
但し
△・〆 … 易 ε・"曜(q)θ ・"・f(9)lkk・k,(A)(n・ ・29)
ガ
・k、・i、f(紐ノ ノノ、伽
00){壕 劣羨爆 翻}=ζ ン ・(A・v')・x2clarx'2dl,x'
(6.30)
である.(6.3・)の 右辺の被積頒 数において{}の 上側は積頒 域 め 鵡 下側は
諺くxに おいてとるものとする。 これは(4・11)のGreen函 数の性質のためである。
ダゴ
(6・29)の θkk〃(9)は(6・23)で 与えられ る積分であつてk・.k±1の 時以外は
・にな・・従がつて △甜 は 応 左国 訪 ± ・の時以外は・になる.即わち転棚
△k・…,± ・をもつている.fikk・iは(・・23)・・見 られ る通 り 畦,姥 〃 の結合
わせに よる種類が あるか ら(6・29)のk"の 和の中には ± に関す る和 もあ らわれ るものと
する。特にg=Oの 場合には前に述べたように,± の間 の結合はな くな るか ら,θkk〃
θゐ〃ガ を通 じて 十 又は 一 は一定である。
§2で 行つた近 似では △kktは(6・14)に おいて △llと して しかあ らわれないから,
















.1(鋼 脚 ゐ 。1(蝋 。1(伽 ・alx
(6.33)
ノ1





この積分をあ らわに式 の形に求めることは困難であるので,後 に必要なAの 数値 に対し数値
積分を行な う。
(6・31)のk-1± ・ についてのNVま θlkの ± に関す る和も含んでいるが・もし




ともあ らわす ことが 出来 る。
§4特 性 行 列 式 と特 性 根
§4.ユ 特 性 行 列 式
基礎方程式(6.16)(6.17)は 当然なが ら無変形K=oの 時には(5.5)に帰着 し,
その特性行列方程式 は(5.9)で与え られ る。しかしなが ら変形のあるK≠0の 時には
(5.9)の特性根は1〈 の函数として変化を うけ るであろうと考えられ る。(6.16)(6.17)
の斉次連立方程式の特性行列式 の根 はそのような変化 をあらわすものを含んでいるはずである。
その様な根 のうちK一 ゆ0で 考えてい る1モ ー ドの(5.9)の特性根に一致す るものを求める
必要がある。 したがつて,直 接(6.16)(6.17)の 特性行列式を作ると,不 要の根が あら
われ るおそれが あるから・次 の様に変形して求 める。即わち(6・17)か らak・bk
(k・=1±1)を 解 いて αt・btで あ らわ し・それ を(6・・6)に 代入して ・k・bk
(k・・1±1)を 消去すれ ば(6.16)は α1・blの みの2階 の斉次方程式 となる・それ
一117一
が変形のある場合の(5.5)に対応す る式であるか ら,そ の特性行列式をつ くれ ばその根が求
めるKの 変化 を含んだ根である。
この様な操作を(5.16)(5,17)の ような複雑な方程式において実行することは一見困
難なことの様に思われ るが,次 の様に行列の形に書いて行 うな らば容易に何の近 似を行 うこと
もな く簡単な結果に到達することが出来 る。
(5.16)(5,17)をわか り易 くす るために次の形に書 く。










(編 ρ ㍉ 一あ ±1槻 、ω(6.38)
(1£脚 一 儲)1、s(ll)(・1±・)(6・39)
但し,こXで()の 下の添字 は行列要素に付 くべ き添字である。(6.36)(6.37)と
(6・16)(6.17)とを比べれば














で与えられ る。上では ノん(」)等 を単に ノん とあらわした。はじめにのべた処方に従つて
(6.39)を解いて(6・38)に 代入 して αk,bkを 消去 し,そ の特性行列式をつ くれば
△= 儲 〉、一傷)グ 』鑑、(EFcff)誰舘 識 、
(6.44)
と な る。 但 し(6.40)に よつ て
(職L麦c畿聖雌雛り
















である。(6.43)(6.45)ご 行列を素因子に分解 したのは,次 に行な う行列の計算をわか
りやす くす るためである。(6.44)の 中の第3項 にあらわれ る行列の積を(6・43)(6・45)







があ らわれ ることを用いるな らば,(6・44)の 中の第3項 は第2項 の行列(6.42)と 同じ
形の行列にな ることがわか るので,結 局行列式(6.44)は 次 のようになる。



















±1・滋 ÷㌦3±1・ 滋 ノ・の
である。(6.50)で は(6・35)を 用いている。
い うまで もな く(6.48)はK=oの 時は △1=O,即 わち(5.9)に 帰着する。
§4.2特 性 行 列 方 程 式 の 根
上に導びいた(6・48)の 根を求めれば変形のある場合 の損失が求められ る。基礎方程式
(6.16)(6.17)ではK2の 項までとり入れる近似であつたか ら,(6.48)の 根も超
以上 の高次 の項に よる効果は無視 して求める。
まず必要な近似を行な う。(6・41)で 定 義したα,b,C,Clに対 し(4.62)(4.65)
(4・68)で与え られ る α につ いての巾展開を用い,(4・38)を 考慮 して必要な最初の項
のみを書けば
　
◎=÷駆 ∴ ∴諭 り
(6。51)






とあ らわされ るか ら,(6.49)は(6.52)を 用いると α の 巾展開の形で
・一・抽2・i・i7・ 滋 轟 〔イ(・)+・(α2)〕






薪μL・繊 瞬 蒜 ・瞬 器;+蒜 煽 凶 ・}〕
一・蝿 』ぞ±1轍 端+1{磯 鑛y一 ゐ、}〕
(6.55)
と な る 。 こlb,で0(α2)を 無 視 し(6.22)を 用 い た 。
(6.52)(6.55)の 近 似 を 用 い るな ら ば,特 性 行 列 方 程 式(6・48)は
1`ω πzω+(ト リ ・α+(・ 一め 丑～(A)一・ (6.56)
となる。この方程式の根を(5.14)の ようにta=・Atm(1十δ)と おいて求 める。こNで
は簡単のために根は0(α2)を 無視す るが,変 形に関してはK2AV2crの次数までとし
K2〃2α2撫 視する近伽 とる.・ のため・はやは りBeSSel函 数・A-Alntの 近傍
で2次 までの展開が必要であ る。計算の詳細は附録6.2に示す。この様に して(6。56)の 特
性行列方程式 の根 として上の近似の範囲内で
、
δ一 一 芸{(1+i)ε α一i(μ 一μ')Nl(Alm)
一 ・(μ一め(・-i)・ α芸蜘 ・
皿)〔(・一・1)岡 皿(ノ、。1(Al.,)IVI。1(・lm))}
(6.57)
がえ られ る。こsで(μ 一μ')の実部は(6.55)に よっ てK2N2αの大 きさ,又 虚部はκ2N2
の大 きさであることを考慮 している。(6.57)の 第1項 は云 うまでもな く(5.15)の第1
項に等 しい。第2項 以下は変形による効果である。
(6・57)は(6・48)の 根の近似式 として求められ たが,こ れ はK2ま でを考慮 した基礎
方程式(6・16)(6・17)に 対する特性根 である。 しか しなが ら(6.16)(6.17)で は
一122一
κ4の 効果が鞭 出来る場合1・成立す るのであつて,こ の条件は,(6.6)又 は(6.・6)
(6.17)の励振項か らもわかるように(KIV)4《(1(N)2と あ らわすことができる。
すなわち基礎方程式(6・6)(6・7)に対す る特性根としての(6.57)の 適用限界は多 くと
も ・KN〈1の 範囲内である。 これ は第3章 §7の 空胴理論の場合の適用限界と符合してい
る。
§5回 折 損 失1
回折損失は(5,18)に よつて上の近 似においては(6.57)の 虚部で与え られ る。(6.57)




nt(μ一め ・α芸 吻 伽)((・一・の 枕 幅.1(Alm)Nl.1(Alnt))}
÷ α{・+…κ㌦ ゼ±1痂 磯 無+




となる・ こXでIlkは(6・25)で 与えられ る積分であるが今の場合 翅=バ ム氾における
値であるか ら
・1
,1。1(talm)一 ～宏)ノ ・・1(i・・1・M)ノ1-1(Alm)暢場)ノ ・覧1(Alm)
・1
,1-1(Alm)-1結 ノ1-1(・lnt)(659)





などを用い ると(6.58)は い くら力蒲 単に書かれ る・
晰 嶽 δ♂ ・(5.・8)・(6・58)を代入し・(6・53)お よび(4・38)をmv'て 結








こ)SLでθlkは 附録32に おいて9==0と して与え られ る値で あり・Jtkは(6・33)(6・34)
で与え られ る積分であつて11==1dilmの場合の積分値 は附録6.3に示されている。






κ … λ(変 形パ ラメタ)}
(α:半 径,L:軸 長,λ:波 長,D:傾 斜勾配)
Alm,Bintは モー ド(1,m)に 依存す る数であつて(6.61)か ら計算 したものを表
6・14c示す・(6・62)の 第1項 は変 形のない場合の損失を与えてお り,こ れ は(5.19)の









0,301 0,764 1.37 2.12
0




























(上 段 オ,下 段B,又1=1で は 縮 退 が と れ てBが 分 裂
す る 。 左 下sinモ ー ド,右 下SOSモ ー ド)
項の適用範囲は上に述べた如 くKIV〈1で あ る。(6・62)の δ4の 表式は・第3章 にお
いて簡単な空胴理論によつて求めた表式(3・40)と 定性的には全く同じ形である。Alm,
Blmの 数値 に差が あ るだけであるが表3・ユと表6.1と比較すれば変形に よる項の係数Blne
の大 きさ,お よびモ ー ドに対す る大 きさの変化はほ ゴー致していることがわか る。 この結果に
よつて空胴像による変形の取扱いも誤つ た結果には導びかないことが確認 され,結 果が正しい
理論に よつて修正 され たわけで ある。図6.3.1"-4は各iモ ー ドについて一定のKに 対して
(6.62)を描 いたものである。簡単のためにm・=O,1の みに限つてい る。1=1の 場 合
には変形によつて縮退が とれ るために δdは 分裂す る。図6・4・1～・4は一定の1Vに対し,変
形による回折損失の増加の様子を示 している。こSで は第3章 図3,5の場合 とは異な り,図 の
Kの領域を1Vに 応 じて移動 して図示 し,変 形 の効果が δdに 対 して顕著である部分を撰ん
でいる。
又以上の図6.3,図6.4では,(6・62)式 の適用範囲は多 くともKN<1で あることか
























楽 一一 潜 一吋一、ム,・




























































































































































































! ＼ ノ rM
1 ＼ 1＼＼1 K=1/100一
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細 線:Fox,Liを 方 形 に 換 算
__,_メ ー 一
1Q21101V
図6.5Fox,Liの 無限長ス トリップに対する傾斜変形の シ ミユv一 シヨン
の結果 との比較
KN=1の ところまで描 いているが,KAr==1近傍での不一致は更に1(4に比例す る高次の補
正を行えば改善され るものと思われ る。
球 面 変 形
第3章 で取扱つ た球面変形の問題 も本章におけ る励振理 論の応用 と同一の方法で扱 うことが
一134一
可能である。球面変形の場合 は異なる`モ ー ド間 の結合がないために傾斜変形よりも取扱いは












































































。 蓋 許 磁(一 ・・〈・<・・)(A・ ・)
δ(γ)-T!.ノ 。(λγ)λ ・ta(・ ≦ γ<・ ・)(A2 .3)o















形 して(2.29)の 右辺 に帰着させ る。図2.10の第1図 の積分路はZの 正負に無関係であ
るが,そ れを第2図,第3図 の様にZの 正負に応 じて積分路を変更す る。太 線はカツFで あ






































































が得 られ る。 したがつてS・ 一・・λ と書けば(2.34)は(2.29)に 帰着された。これで証明
は終つたが積 分路について調べ ろ。たとえばZ>0の 場合,第2図 において積分がSに 関し
。_、 動く、、の購 、 、.擁.勾 、変化す。.。れは丁度、平面(第 、図)、.おい
てSの 積分路が分岐点 十ωの下を通つたことに相 当している。従がつて(2・29)よ り(2・30)













一幽 離噸 舞籍 ・
鏡面変形摂動行列




一禽 ▽2%跳 が ・・Wu・d7(A3.・)
左辺は・。上{Uy}がS型,・sl型媚 わず第 ・項は ・になるので,吐5型 嚇 ・・対しては
if・・マ ・雑 瓢!　 ・… ・一ω9u・Ub)ely
特にσが波長に比して小さい微小変形であると次の様に近似ができる。
望 。,▽U・'▽u・'dV(・ 上5型)(A3・ ・)
又σ上5t型境界の場合も同様にして
"・・rf-1]ti
,、・u、Cl・一一(一。∫　 。・　 、一 諏 、)〃
噸 継%・ 麗(・ 上 鋤(A・ .3)
と書かれる・上の行列要素は・づ 棚 の共櫨 のモー ドに対しては近似的に等しくなる
。
附録3・2傾 斜 変形 摂動 行 列 の角 部 分の積 分
σ.,〆)
拘 ・繭一一 喉};∴諺(一)
!蜘 一 一喉 骸 ほ∴
-142一
2πf































声 ゐ 〔frY」.(Bx)〕=xノ。-1(ffx)(A・ ・…
微分方程式から容易に導びかれる次の公式83)
イユ脚 ん(蜘 一 α≒ ・{αん呪 。1(鰍(α)f。.1(β)}
(A3.11)
を使用す る。まず(A3・10)にX/v(αX)を 乗 じてX=oか ら1ま で積分す ると・
(A3.11)を利用 して
幽(α 殊1(嫡 一 ナ ゐ 〔〆 ボ1ノ。(嶋(・x)xax〕
一{ゐ ¢7川 αん(β・」v・1(α)一〃 ・(α・f・1(B・}
-143一











証明:ま ず(A3・14)が 成立す るとき,次 の関係が成立つことを示す。
αノ。(β)」。+1(α)-fi」v(α)」。+1(β)=・O(A3・15)
・れ舩 式83)・yノ。(Z)-Zσ 。.1(Z)+ノ。+1(Z)〕・おいてZ一 α,β とお・・
た ものをつ くり,は じめのものに ノ〃(β),あ とのものに ノン(α)を乗 じて辺を引算すればえ
られる。
(A3.10)式 と(A3,10)で βの代りにαとおいたものを辺 々相乗 じてからω を乗 じ,
X=0か ら1ま で積分す ると
九.1(醐 ノ。-1(β鵬3d卍
0
=:(1∂Tlア諏 β)(謡 め 〔
α・≒ ・{αろ剛.、(鰍 囮ん。1㈲}〕
『 一 玉'i ・
こNで 上小節(a)のや り方 と同様に して微分演算を実行 し,(A3 .10)を反復使用すれば
一
α・≒ ・{α ノ.-1(β)ノ〆 α)一fiノ..1(α)ノ〆 β)}
+




(ait{lf-ff・)ぎ{αノ (β)ノ。+1(α)一卿 α)ん。1(fi)}(一 ・)
これが(A3・13)の 左辺の積分に対す る一般的な等式であるが,特 に(A3.14)の 条件が
ある時には(A3・15)を 考慮すれ ば証明すべ き等式(A3.14)に 帰着す る。
附 録3.4 δdの ψ 一依存 性
δdのg一 依存性は,無 摂動状態が1=・1の 場合以外はすべてな くな ることを示す。附録
3.2からわか るように,疏 ま(+,一)に ついては対角で はないか ら一般に δdの中には無摂
動状態が+で あつても沖 間状態の和に}ま+,一の両方があらわれる.δ彦の代表的な項につ
いて書 下す。1が1と 十,一 に 関して対角であ ることか ら1>f21c対しては次の様にな る。
こXで 無摂動状態を0ミ(1,忽,+)で 指定 し,行 列要素には+,一一 の添字 も付けること
にす る。(3.30)に(A3.4)N(A3.6)を 用いれば





(ω ん 一 ωプ ㌦)((・ ・t・-Q)1・2nz')
一145一
㍉1譜 畿 競;eXt'、、、(1,1'一(、totiil2,(.,'))s'n29
㍉'謬嘔 ≠諦 器 ω17
とな りgに 無関係である。こ1・Lで(夏)等はg==Oの 場合の行列要素をあ らわす。e==O
の時は上でlt=1の み であつてやは り ψ に依存 しない。1=1の 時は1」2の 項は上
と同 じく ～ρ に依#し ないがi=0の 項は(A3・4)■v(A3・6)によつて
(・'・701)(eO1)(∬00)…2P
+2 (if21)(ff21)(∬22)




δ!の 場合 も同様に計算 をす ることが出来 る。(3・31)に(A3・4)～(A3.6)を 用
いれば
H・〆 もo丑 ・o
・ t・v(ω 。2一ω。2)(ω1一 ω"2)
「 喫 ±}認 ㎡( ωz急1ωノ 砺')(噛一ω、㌦)
となるが これ も上と同 じ様に ～0に無関係 となる。1=0の 場合は1L1の 項のみであつ
て同様1・qに 鞭 係である・1・・1の囎 ・はCQ・29が あらわれ 諺 はZ_・ の場













































附録3・5級 数 和 の 数 値 表
傾斜変形
δ醤 議 翻2… ‡震篇










































5二翫 轟 認 噸 一霧(躍z2。一、脇)/の値









































































附 録4・1 Fresne1積 分 の 漸 近 形
不定積分
Is(P)≡幽P・i・xax,IC(P)…!xp…xax





ノ勧 一 ωP、i。X+pxP}1。 。。X-P(P.1)xp"2,i。X-P(P-1)(P.2ゾ ー3。。、X+… …
が成立する。特に
・・¢)-fy'}… 殉 一 ・fX…nx・dn==-y吉…y+;・c(t)
(A4.1)
-148一
・c(S)一ノ 諺 … 殉 一・ノiC-・… 魂 一 舜 … 場 ・・(-9)
(A4.2)
又
1_⊥-i)一/y2・i・ 吻 一 ・/…X2CIX(yK・ ・2)zs(
一一響 一圭響+量
、c響+サ 響 一一 ・(A…)
y2y2Y2y2
・・(12)-fy-S…yay・ 一・/CQ　 ・dx(Y・-X・)
一胃 『圭饗 鵠 掌+3甥+ ……(A…)
Fresnel積 分の漸近形














・〆 … 轟 一 ・一 ・…2一 で 冤轟(A…)
であつて,(A4.5)(A4・6)を 用いれば漸近形が求め られ る。
附 録5・1特 性 行 列 式(5・9)の 根 の 近 似 値
方程式(・.・2)の 根を α2の次数まで求める・そのためには ノt(濯)ff'1(A)は(A-Alm)
の2次 までの展開が必要であ り,又(5・12)の α2の係数では 翅=・Atrnにお ける値 で十分
であ る。
　　
遇 ω 一(ノ嘱 碗　 ～∠辱 ㌦ ・…ゐ　 一 ・
但 し
偲=1璽 一 ノ{〃π






ρ一一弓 〔調+・ 鋤 蝿,・ 号(尭一濯ノ'・〆め
とおけば解 くべき方程式(5.12)は
ax2+br.+e-・,・ ≡Pα+eα2(A5 .3)
の形に書ける。この解の うち0→0の 時X-d・Oに なるものを α2の 項まで求 めることが必
要である。それ は容易に求め られて
一150一
諾望 ÷ 諺+紬 α2(A・ ・4)




-一 美 〔・・33・8・〕+i〔 …446〕 稿(」'・・t)A-Al.〆A…)
となる。従がつて
脇(f'ii!)n_tsim-一`ki+濯 あ ノ`+1(Alm)馬。1(4m)(A…)
と な る こ と を 用 い て(A5.1)(A5.2)(A5.5)を(A5.4)に 代 入 す れ ば
X・ ・A-Alm--0・5793(1+i)・ ・/ii,n
+{i・ ・6689+…223〔 一 ・ti+・ イ 読 。1(Alm)ffl。1(㌔)〕}α2Alm
(A5.7)
となる。 α2の係数{}の 中の第2項 はモー ド(1,m)に 依存す るが,第1項 に比してわ
ずかであ るから無視することが 出来 る。数値的には1=Oで は第1項 の1%以 下,1=1
では10%程 度であ る。
附en6・1 積 分 公 式
次の積分公式が成立する。





/㌔、(鱗1(鋼 漁 一銭 幽)一(1・ ・)」1-1(蝋。1(鋼}
0(A6 ,2)




を利用す る。まず(A6.3)の 左辺 をAに つ いて微 分す ると
砦)一 ・イ1ゐ(　)瀞(蝋 己一 ・イ ゐ(畷 ・禦 ろ・μ 切廠
ヤ ゐ2(…)ndx-・イ1ノ・(/・x)ろ・・(「f・e)・X2dx
故に
イ1ノ・(蝋 ・1(翻 一 援 ・㈹ 一圭 与 望 一 一
の関係が成立する。一方(A6・3)の右辺の微分を実行し,漸化式等を用いて整理すれば
諾 一 議 圭 〔fl2(・)一一f、.1(賜。1(A))・.,1!tL!-i(学・1(聖
(A6.5)
の関係がえられ る。従がつて(A6・4)は(A6.3)(A6・5)を 代入すれ ば
麗 〔伽 ㌔ 叫 μ)〕」 一響 ・・(浸)
==一;■〔1/12(11)一(1+・)ゐ.1(・1)」1。1ω〕
となつて(A6・1)が 証明された。又(A6.2)は(A6.1)に おいて 沼→ 濯謬 とおき,積
分変数を変えることによつて得 られ る。
一 ユ52一




ノ〆錫(伽(ト リ ・α+(・一・ce){堵ω ÷・(α2)ト・
において
ノ1(n)・Ul(溜)～bx+ααa2

















又(・α一μ)の 表式(6・55)に あ らわれ る積分の うちitkは(6・59)の 様6こあ らわに求
め られているが ノμ は 沼一 濯伽 貯・おいて数値積分として求めるので・これらの 姻 ・関





・a・2÷・6〔・+・(…-xlL「)〕X+(・-i)・α 一(・ 一め 馬2(Al。)一 ・
-153一





XC「 一 吾 一83=
(ト り ・α一(μ一めN～(Alm)・ 〔(・一の ・蝋 μ一めN2(Atm)〕2
b〔 ユ+2(iet-,a')〕b3〔1+2(μ 一ノ)〕3
となる.上 にのべた様に変形に関 しては κ2N2α までの近似で解 を求めているのであ り,そ
の項に比して κ21V2α2は無視す ることにす るか ら上式は
一 芳 〔(・一り ・α一(vCt-"')N、2(Al
m)一・(・一め(・ 一・)・α 〕
一
乃竃 〔一2(μ 一a)(ト リ ・ακ～(爾 〕
一 一 参{.'2(1一の εα一(μ一μ)1V〆翅伽) 一・(・一ノ)(・一・)・α 〔・+多Nl(Al
,n))}
(A6.12)
こls一で(A6・7)(A6・8)を(A6.12)の 最後 の項の中に用いれ ば
・+轟2(Al・n)=・・一(π 歪Zm)2〔.Vtl(・-2・)+f
l.1(Alm)fft。1(・1。))lvl(Alm)
=・-i(π 争 ナ 〔
。毒 詳 ・一・1)+」t。1(Al・)IVI。1(A、m))tv2(A、nt)
(A6.13)
となる.・ ・で ・_。1の 蘇 式83!。よつて
」rl±1(rilm)晦 ・)一(翻2(A・ .・4)
一154・ 一
が成立つ ことを利用 した。従がつて(A6 .13)を(A6.12)に 代入 し,(A6.8)(A6,9)
を使えば




とな る。但 しこxで α の巾展開としての(μ 一 α)に は(6.55)を 用いてK2!V2α までの
項をとるものとす る。
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ム ωン ・ △ ω
△ ω
十,一
Neuman函数
モー ド変換行列要素
μと共に添字として,固有値を指定する量子数の組
励振入力
変形による等価励振強度
励振強度
共振器のρ
円筒座標変数
開口面,又は境界条件の型
一種のFrβSnel積 分
鏡面,又は変形鏡面
円筒座標変数
傾斜変形における積分の角部分
空胴内の波動函数および固有函数
一つの導波管モー ドの定在波
変形空胴の一つの固有函数
共振器内部の領域
円筒座標変数
角周波数
空胴の固有角周波数
共振周波数の閉空胴固有周波数からのずれ
共振周波数の完全平面波共振周波数からのずれ
回転縮退モードcoslθ,sinlθ に対応 する
量子数
(6.54)
(4.20),(4.37)
(2.2)
(428)
(6.14)・(6.15)
(4.19)
(2ユ9)
図2.1,(2.3)(2.4)
(4.39)
図2.1,図3.1
(3,22),(6.23)
(2ユ1),(2.2)
(6.4)
(3.9)
図2.1
(2.16),(4ユ)
(2.2)・(2.40)
(2ユ8),(2.61)
(5.17)
(2。37),(4・15)1(4ユ6)
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